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''""'1& .»."■"' '■ B. G. Teubner. 
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Vorwort. 

Die Geometrie der Kräfte hat ihren Namen von Plueeker empfangen, 
Ihrem Inhalte nach ist sie zum Teil älter, wenn wir ihr Wesen dahin 
auffassen, daß sie in einer theoretischen Abklärung der Mechanik hesteht, 
die aus dieser empirischen Wissenschaft eine mathematische Disziplin maolit. 
Sie ist dann schon in VarignonsNoiivelle Mecanique vorgebildet, in Poinsots 
Elementen der Statik angehahnt imd in Moehius' Lehrbuch der Statik be- 
wußt ausgefflhi-t. Eine gewisse Vollendung hat sie durch Sir Eobert 
Stawell Balls Schraubentheorie erfahren. Diese Theorie bringt das 
Charakteristische an der Mechanik des starren Körpers auf einen einfachen, 
prägnanten Ausdruck. Sie umfaßt im Gegensatz au ihren Vorläufern Statik und 
Kinetik zugleich. Mag manches an ihr geänderi., manches hinzugefügt und 
manches beseitigt werden müssen, in ihrem Ganzen bedeutet sie einen bleiben- 
den Besitz der Wissenschaft. Als Ausfluß des britischen Geistes zeigt sie 
auch in den Partien, die sich scheinbar von aller praktischen Verwendbarkeit 
weit entfernen, ein feines Gefühl fdr das Wesen und die Ansprüche der 
Wirklichkeit. Dagegen sucht sie in keiner Weise die methodische Ein- 
heit und Eeinheit zu erreichen, die wir Deutschen als das Endziel aller 
wissenschaftlichen Arbeit anzusehen gewohnt sind. Sie wird mehr wie eine 
geometrische Illustration der Mechanik gegeben, als daß sie aus sich 
heraus die Mechanik in einer besonderen Gestalt organisch erzeugt. 

Dies letztere aber erscheint uns als der eigentliche Zweck, den eine 
Geometrie der Kräfte zu verfolgen hat. Sie muß, so meinen wir, als eine 
Disziplin auftreten, die sich um den eiuzigen Begriff der Kraft als ihren 
Angelpunkt dreht und diesen Begriff in einer mathematischen Entwickelung 
zu erfassen trachtet. Sie hat den Begriff der Kraft zu befreien von den 
physiologiscton, physikalischen und metaphysischen Merkmalen, die ihm 
ursprünglich anhaften, ja sein Wesen ausmachen. Sie löst sich damit 
los von dem empirischen Grunde, auf dem sie erwachsen ist, und hat 
von der Erfahrung nicht mehr ihre Bestätigung, sondern nur ihre Wertung 
zu empfangen. 

Die Geometrie der Kräfte geht so denselben Weg wie die ihr vei- 
sehwisterten Disziplinen, die ebenfalls auf einem ursprünglich physikalischen 
Begriffe aufgebaut sind: die Geometrie der Bewegung und die Geometrie 
der Massen. Die prinzipielle Bedeutung dieser drei Disziplinen Hegt eben 
darin, daß sie den Übergang von der Geometrie zur Mechanik vermitteln, 
ohne daß sie an sich einen zwitterhaften Charakter zeigen. Im Gegenteil, 
indem sie selbst in sich geschlossen und einheitiich auftreten, verbinden 
sie auch Geometrie und Mechanik zu einem großen Ganzen. In ihror all- 
gemeinsten Form ist diese Auffassung durch Hertz' berühmtes Buch über 
die Prinzipien der Mechanik glänzend zur Geltung gebracht worden. 



y Google 



VI Torwort. 

Die fast selbstverständlich klingende Forderung, daa, was an der 
Mechanik rein mathematischer Natur ist, auch rein mathematiscli dar- 
zustellen, ist aber noch weit von einer allgemeinen Anerkennung und 
Durchführung entfernt. Zu einer vollen Ausgestaltung ist nur die Geo- 
metrie der Bewegung gelangt. In der Geometrie der Massen harrt das 
reichlich aufgehäufte Material noch der Sichtung und Durcliarbeitung, und 
in der Geometrie der Kräfte sind au einer systematischen DarsteUung nur 
einzelne Ansätze gemacht. Einen sehr bemerkenswerten "Versuch bildet 
die „Theorie der Streckenaysteme" von Mohr im Zivilingenieur 1888, 
die in seinen gesammelten „Abhandlungen aus dem Gebiete der technischen 
Mechanik" reproduziert ist; eine ausführlichere Darstellung hat Budde in 
seiner „Allgemeinen Mechanik der Punkte und starren Systeme" gegeben. 

Beide Autoren vermeiden, um den geometrischen Charakter des Gegen- 
standes hervortreten zu lassen, den Gebrauch des Wortes „Kraft" und 
ersetzen es durch „Strecke" oder „Vektor". Hierin liegt wohl keine 
Zurückweisung, sondern nur eine Zurückschiebung der kardinalen Frage 
nach der mathematischen Natur des Kraftbegriffes. Denn um überhaupt 
die Möglichkeit au gewinnen, den mathematisch eingeführten Kraftbegriff 
in seiner physikalischen Bedeutung zu erfassen, ist es notwendig, über die 
Statik des starren Körpers, auf die Mohr und Budde ihre Betrachtung 
beschränken, hinauszugehen und einerseits die Kinetik des starren Körpers, 
anderseits die Statik der deformierbaren Körper heranzuziehen, denn so 
erst gelangt man zu den Erscheinungsformen der mechanischen Energie, 
der kinetischen Energie der Bewegung und der potentiellen Energie des 
Spannungszustandes . 

Auf diese Weise ist der Mindestbereieh festgelegt, den wir umspannen 
müssen, wenn wir eine wirkliche Geometrie der Kräfte geben wollen. Es 
ist damit auch gesagt, daß eine solche Darstellung über die Ballsche 
Schraubentheorie hinausgehen muß, denn in dieser findet die Statik der 
deformierbaren Körper keinen Platz. Zum Glück hat die Theorie der 
letateren schon vor Ball W. Thomson in einer Form entwickelt, die zu 
der Schraub entheorie einen merkwürdigen Parallelismus zeigt. Es lag also 
das Material, das zu dem Aufbau einer Geometrie der Kräfte gehört, ge- 
sammelt vor. Aber bei diesem Aufbau schien es gut, bescheiden zu sein 
und das Gebäude nicht größer zu machen, als es zur Aufnahme des 
prinzipiellen Gehaltes, der darin untergebracht werden soll, notwendig ist. 
Denn ein derartiges Buch hat der Natur der Sache nach immer einen 
propädeutischen Charakter, es hat deshalb einerseits nicht die Berech- 
tigung, einen übergroßen Umfang in Anspruch zu nehmen, und es ist 
anderseits auch darauf angewiesen, in den Anforderungen an die Vorkennt- 
nisse des Lesers nicht zu weit zu gehen. Dazu kommt noch ein metho- 
discher Gesichtspunkt. Innerhalb gewisser Grenzen erweisen sich die 
Hilfsmittel der elementaren analytischen Geometrie als ausreichend. Geht 
man darüber hinaus, so ist man gezwungen, anders geartete Methoden 
heranzuziehen, und die Darstellung büßt so, abgesehen von der zunehmen- 
den Schwierigkeit, ihren einheitlichen Charakter ein. 

Dies sind in Kürze die Gesichtspunkte, die bei der Abfassung des 
vorliegenden Bandes maßgebend waren. Er ist aus einem kurzen Eeferate 
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Vorwort. VII 

a, das unter dem Titel „Geometrisclie 
Grundlegung der Mechanik eines starren Körpers" in Band IV i der En- 
zyklopädie der mathematischen Wissenschaften (Seite 125 his 189) ent- 
halten ist. Dieses Referat war zunächst der Bauschen Schraub entheorie 
gewidmet und fügte hinzu, was dieser wesens verwandt oder zu ihrer Grund- 
legung passend schien. Es brauchte als Glied eines größeren Ganzen nicht 
in sich selbst abgeschlossen zu sein. Es hatte weder eine eigene Ansicht 
darzubieten noch eigene Untersuchungen darzustellen, sondern nur die vor- 
handenen Forschungen in einem kurzem Resümee zu vereinigen. Ändoro 
Rechte und Pflichten erwachsen aber einem selbständigen Buche. Die Ein- 
engung durch angrenzende Artikel verschwindet, dafür entsteht die Eordcrung 
der Einheitlichkeit und Ahrundung. 

Es gab, um diese zu erreichen, zwei Wege. Der nächstliegende wäre 
gewesen, sich, auf die Schraubentheorie zu beschränken und somit eine 
Bearbeitung oder Umgestaltung des zusammenfassenden Werkes von Ball, 
der im Jahre 1900 erschienenen Theory of Screws, zu geben. Ein der- 
artiges Untei-nehmen wäre an sich gewiß nicht verdienstlos gewesen, denn 
das Baiische Werk ist mehr eine Sammlung von Abhandlungen als ein 
Lehrbuch, es liefert nicht eine fortlaufende, konsequent durchgeführte Dar- 
stellung, sondern in buntem Wechsel der Methoden und Hilfsmittel wird 
der Gegenstand von allen mögliehen Gesichtspunkten beleuchtet, die Re- 
sultate werden aneinandergereiht, wie sie gewonnen wurden, ohne daß 
eine einheitliche Auffassung durchdringt. Hierin soll gemß kein Tadel 
liegen, es bezeichnet nur den Charakter des Balischen Buches als eines 
Quellen Werkes, das noch der Sichtung und Klärung bedarf Die Bearbeitung 
der Bailachen Theorie hätte sieh in zwei Teile zerlegt, einen geometrischen 
und einen mechanischen. Die geometrische Seite ist aber durch das Erseheinen 
von Studya Geometrie der Dynamen (Leipzig 1903) in ein neues Licht ge- 
rückt worden. Eine erneute Darstellung hätte dieses au Fülle des originellen 
Inhaltes überreiche Buch in sich verarbeiten müssen, sie hätte femer, weim 
sie als vollwertig hätte auftreten wollen, tief in die Liniengeometrie ein- 
dringen müssen, im wesentlichen die allgemeinen projektiven Methoden 
weiter verfolgend, die F. Klein bereits in seinen ersten an Pluecker an- 
schließenden Arbeiten entwickelt hat und die Balls Untersuchungen bis in 
seine neuesten Abhandlungen^) hinein durchziehen. Noch schwieriger und 
umfangreicher hätte sich die Bearbeitung der mechanischen Seite gestaltet. 
Eine solche wäre aber schon aus dem Grunde verfehlt gewesen, als von 
diesen Dingen gerade in der Sammlung, der auch dieser Band angehört, 
eine vorzügliche Darstellimg von Websters Hand vorliegt. Die Theorie 
der Schraub enketten aber, in denen sich die dynamische Seite des Ball- 
schen Werkes vollendet, würde meines Erachtens nur in einer voluminösen 
Neubearbeitung der gesamten Mechanik, in welcher der starre Korper als 
das erste Element erscheint, Platz finden können. 

So galt es, sich mit einer bescheideneren Aufgabe zu begnügen und 
auf dem anderen möglichen Wege die Ausgestaltung der in jenem Referate 
gegebenen Darstellung zu suchen. Dieser Weg führte dahin, auf ein Hinaus- 

1) Nach der Theory of Screws iE den Tranaaotions of the Royal Irish 
Acadomy erschienen. Vol. XXXI, XXXII (1901—1904). 
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gehan über die Elomeate zu verzichten, dafiir aber den prinzipiollcn An- 
fordenrngen, dio man an eine geometrisclie Grundlegung der Mechanik 
stellen kann, nach Möglichkeit gerächt zu werden, mit anderen Worten, 
die Grundbegriffe der Mechanik oder eigentlich nur den einen Begriff, 
um den sich alles dreht, den Begriff der Kraft, ia einer mathematischen 
Darstellung au entwickeln. 

Damit soll und kann nicht gesagt seia, daß hierbei der goometrisehen 
Seite kein selbständiges Interesse zukommt. Im Gegenteil, der Reiz dieser 
Betrachtungsweise besteht eben darin, daß der Weg, der zur Einführung 
in die Mechanik unternommen wird, auch zu wertvollen geometrischen 
Resultaten führt. Dabei aber schien es geboten, durch eine gewisse Nonn 
festzulegen, wie weit man diesen geometrischen Betrachtungen Baum 
geben ivill, die zu weit geführt die leitenden dynamischen Zielpunkte ver- 
wischen würden. 

Dies regulative Prinzip habe ich in der Liniengeometrie erblickt, 
deren Zusammenhänge mit den in Rücksicht auf die Mechanik eingoführton 
Urundbegi'iffen den eigentlichen mathematischen Gehalt dieses Buches 
bilden. Die Liniengeometrie erscheint hier in einer besonderen Beleuchtung, 
sie wird nicht in ihrem ganzen Umfange gewonnen, aber gerade in den 
Partien, die in metrischer Hinsicht die einfachsten und charakteristiachsten 
seheinen. So ist die vorliegende Darstellung zwar nicht imstande, ein 
Lehrbuch der Liniengeometrie au ersetzen, denn sie gibt aus dieser nur 
einen Äussclmitt, aber sie gibt den Ausschnitt, der sich zur Einführung 
am besten eignet, weil er die allgemeinen Begriffe an den anschaulichsten 
Beispielen erläutert. Erscheint hierbei die Liniengeometrie nicht als eine 
willkürliche Erfindung des Menschengsistes, sondern als der Ausfluß einer 
auf empirischen Grundlagen ruhenden Wissenschaft, so ist das gewiß 
kein Schade. 

Es ist, wenn man in diesen Grenzen bleibt, möglich, alle Betrach- 
tungen auf die gewöhnUchen cartesischen Punktkoordinaten zu stützen und 
mit den elementarsten Vorkenntnissen, außer den einfachsten Formeln der 
analytischen Geometrie den ersten Sätzen der projektiTen Geometrie, aus- 
zukommen. Ja, ein großer Teil der Entwickelungen erscheint wie eine 
Wiederaufnahme des in den gewöhnlichen Lehrbüchern der analytischen 
Geometrie Gegebenen, in einer veränderten und durch eine neue Bedeutung 
belebten Eorm. 

Die Beschränkung anf das metrisch Einfache und Bedeutsame ist 
aber nicht allein durch äußere Rücksichten geboten, sondern sie erscheint 
auch innerlich gerechtfertigt, wenn man physikalischen Prinzipien zustrebt, 
die an sich einen metrischen Charakter tragen. Ich kann dies nicht besser 
erläutern als dadurch, daß z. B. die Sohraubentheorie in ihrer allgemeinen 
projektiven Ausgestaltung, die lediglieh dem geometrischen Interesse folgt, 
zu den allgemeinen quadratischen Strahlenkomplexen hinführt und eine 
ungemein einfache und elegante Behandlung derselben gestattet, während 
in der folgenden Darstellung nur spezielle quadratische Komplexe auf- 
treten, die durch besondere metrische Eigentümlichkeiten ausgezeichnet 
sind und so, was ihnen an Allgemeinheit fehlt, durch Anschaulichkeit 
ersetzen. Zu ihnen tritt hinzu die merkwürdige, nach Cayley als Zylindroid 
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bözeicimete Eiegelfläche dritten Grades und eine Strahlenkongruenz, welelie 
das einfecliste Beispiel zu sein scheint, an dem sich die allg-emeineii von 
Kummer entdeckten Eigenschaften erläutern lassen. So ergibt sich hier 
eine Art Mustersammlung für die Gebilde der Linieageometrie , an der sich 
deren allgemeiner Charakter wenn nicht entwickeln, so doch eriäatem läßt 

Es mSge aber erlaubt sein, an dieser Stelle auf ein paar Werke 
hinzuweisen, in welchen der Leser eine Darstellung der allgemeinen Linien- 
geometrie findet. Zunächst ist das immer noch lesenswerte, grundlegende 
Werk von Plueeker zu nennen: „Neue Geometrie des Raumes gegründet 
auf die Betrachtung der geraden Linie als Eaumelement" (nach, des Ver- 
fassers Tode herausgegeben von Clebsch u. Klein, Leipzig 1868, 1869). 

Unter den neueren Büchern habe ich zuerst das ausfuhrliche Werk 
von E. Sturm „Die Gebilde ersten uEd zweiten Grades der Liniengeometrie 
in syuthetisclier Behandlung" anzuführen. Dieses ist in drei Teilen er- 
schienen, von denen der erste den linearen und den ietraedralen Kom- 
plex, der zweite die Strahlenkongruonzen und der dritte die quadratischen 
Komplexe behandelt. Der Verfasser hat sich die gro&e und verdienstvolle 
Aufgabe gestellt, das ganze Gebiet anschaulich zu durchdringen, und es 
ist die Energie zu bewundern, mit der er den überwältigend reichen Stoff 
durch die rein geometrische Betrachtung bewältigt hat, trotz der erheb- 
lichen Schwierigkeiten, welche die Allgemeinheit der behandelten Gebilde 
diesen einfachen Methoden entgegenstellte. Endlieh sei auf das in der 
Sammlung Schubert erschienene Lehrbuch von Zindler hingewiesen, das 
seinen Gegenstand auf die gesamte Liniengeometrie ausdehnt und sich 
analytischer Methoden bedient. 

Im übrigen sind die M'ach Weisungen, die den Leser über die Quellen 
des in diesem Buche Vorgetragenen orientieren, und ihm die zusammen- 
fassenden Darstellungen der beröhrten Disziplinen nennen, in den Fuß- 
noten unter den Seiten des Textes gegeben. Diese Literaturnachweise er- 
heben keinen Anspruch auf Vollständigkeit, sie sollen vor allen Dingen 
zweckmäßig sein und den Literessen aller derer dienen, die sich in dem 
hier durchstreiften Gebiete weiter umsehen wollen. Nach Möglichkeit ist 
eine Wiederholung desselben Zitates vermieden worden, ohne daß deshalb, 
wie ich glaube, die Bedeutung der einzelnen Arbeiten einer Verkennung 
ausgesetzt wird und ich in den Verdacht kommen könnte, fremde Eesultate 
für eigene ausgeben zu wollen Eine lehrbuchartige Darstellung begibt 
sich ja von vornherein des Ehrgeizes, mit eigenen wissenschaftlichen Ent- 
deckungen hervorzutreten. Sie hat nur soviel aus Eigenem hinzuzutun, 
als in den Eahmen der Aufgabe paßt und zur Abrunduag und Ergänzung 
dienlich ist. Aber gerade in dieser Beschränkung liegt ein gewisser Eeiz, 
zumal wenn, wie hier, kaum an einer Stelle etwas fertig Vorliegendes 
unverändert reproduziert werden kann, sondern fast alles so umgestaltet 
und vervollständigt werden muö, daß es sich in den Plan des Ganzen 
einfügt. 

Was diesen Plan selbst betrifft, so wird man vielleicht manches ver- 
missen und anderes entbehrlich finden. Es sei mir deshalb gestattet noch 
einige Worte zur Rechtfertigung der Grenzen, die ich mir gesteckt habe, 
zu sagen. Zunächst sind zwei Kapitel nur darum weggeblieben, weil sie 
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den Umfang des Buches noch mehr Yergroßert hätteu mid sie anderseits 
durch den Zusammenhang nicht immittelhar erfordert schienen. Diese 
Kapitel hätten das Virial und das Laplacesche Prinzip der unveränder- 
lichen Ebene behandelt. Sie konnten ausgelassen werden, wenn die freien 
Massensystenie prinzipiell unerörtert blieben, Immerliin bedeuten sie eine 
direkte Fortsetzung des in diesem Buche verfolgten Gedankenganges. Viel- 
leicht ist es mir vergönnt, die Lücke, die so bleibt, an einem anderen 
Orte auszufällen. 

Besser zu verteidigen scheint es mir, daß alle Betrachtungen sich 
auf den Kaum beschränken und die Ebene fast ganz unberttcksiehtigt bleibt, 
trotzdem die Mechanik ebener Systeme sowohl theoretisch von großem 
Interesse als auch praktisch von hervorragender Bedeutung ist. So ist 
auf die Vereinigung der Kräfte, die in einer Ebene wirken, nicht näher 
eingegangen, die hübsehen Untersuchungen von Moebius über den Mittel- 
punkt nicht paralleler Kräfte in einer Ebene siad mit keinem Worte er- 
wähnt usw. Der Grund ist dieser. Die Mechanik ebener Systeme zeigt 
einen völlig anderen methodischen Charakter wie die Mechanik räumlieh 
ausgebreiteter Massen. Für jene bildet das Hervortreten des graphischen 
Elementes, die Betonung der geometrischen Konstruktion das entscheidende 
Merkmal, während in der dreidimensionalen Mechanik die analytische Be- 
handlung das nächstliegende ist. Was sich auf einem Blatt Papier dar- 
stellen läßt, fordert zur Zeichnung heraus, während die Darstellung räum- 
Kcher Dinge von Willkür liehkeiten und Umständlichkeiten nie frei ist. 
Zudem hat jene graphische Mechanik wesentlich ihrer Wichtigkeit für die 
Technik wegen eine solche Ausdehnung gewonnen, daß jeder Versuch, sie 
als Nebensache mit zu behandeln, ein verfehlter sein müßte. Auch hier 
bleibt mir nur die Möglichkeit, mich mit einer späteren Veröffentlichung 
zu trösten. 

Befremden wii'd vielleicht manchen die Einleitung, in welcher wesent- 
lich auf Grund der Graßmannschen Methoden eine Analyse der Baumgrößen 
gegeben ist, ohne daß in den übrigen Teilen des Buches von den Formeln 
und Bezeichnungen der Ausdehnungslehre oder Vektoranalysis Gebrauch 
gemacht wird. Daa letztere geschah wesentlich deswegen, um mit der 
herkömmlichen Darstellung in Übereinstimmung zu bleiben und von den 
allgemein verbreiteten analytisch geometrischen Methoden möglichst wenig 
abzuweichen. Dadurch wird, wie ich glaube, die Lektüre des Buches für 
die meisten bedeutend erleichtert, und dies Verfahren bedarf so wohl kaum 
einer Rechtfertigung. Was soll dann aber die vorangestellt« Einleitung? 
Ich habe sie in einer doppelten Absicht gegeben. Der erste Grund war 
der, daß es galt, die Hauptbegriffe aus streng systematischen Gesichts- 
punkten heraus zu entwickeln, damit sie nicht bloß durch die Rücksicht 
auf eine spätere praktische Verwendbarkeit geboten, sondern auch vom geo- 
metrischen Standpunkte aus in einem organischen Zusammenhange er- 
scheinen und sich in gewissem Sinne als notwendig erkennen lassen. Der 
aweite Grund war der, daß sich bei dieser Gelegenheit eine Reihe von Begriffen 
und Formeln entwickeln ließ, die für das Folgende nötig waren, aber nicht 
gerade in den einleitenden mathematischen Vorlesungen und Lehrbüchern 
gegeben zu werden pflegen. Der erfahrene Leser möge di 
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Kapitel mit Nacisicit aufnebmea. Sie sollen nur erklären und erläutern 
und nicht eine strenge erschöpfende Darstellung des Gegenstandes liefern. 
Sie sind mit Eücksiclit auf den Anfänger geschrieben, für den Eundigen 
habe ich sie durch einige kurze Bemerkungen am Ende des Buches zu er- 
gänzen gesucht. 

Das gewählte Verfahren, die Begriffshildungen der Mechanik auf rein 
geometrischem Wege herzuleiten, kann sich auf die gewichtige Autorität 
von Gauß stützen, der mit Beziehung auf Moebius' Barycentrischen Oaleul 
bemerkt hat: „Der baryGentriache Calcul findet sein Gegenstück in einem 
anderen (vormuthlich noch umfassendem) Calcul, den man den Eesultanten- 
caleul nennen könnte. So wie der erste sich mit Punkten beschäftigt^ 
in denen man schwere Massen voraussetzt, so würde der letztere zum 
Gegenstande haben Linien, in welchen Kräfte wirken. Sind », Ö, c, cl usw. 
solche Linien, in denen — in jeder in bestimmtem Sinn — Kräfte wirken, 
die den Zahlen k, ft y, 6 usw. proportional sind, so würde die Gleichung 
aa -\- ßh -{- yc -\- 6d + usw.= bedeuten, daß diese Kräfte einander das 
Gleichgewicht halten." (Gauß' Werke Bd. VIII, S. 298.) Der Kesultanten- 
calcul, von dem Gauß hier spricht, ist es, mit dem die folgenden Blätter 
sich beschäftigen. 

In der vorliegenden Darstellung möge man kleine Fehler und Un- 
genauigkeiten milde beui-teilen. Wer auf noch wenig betretenen Pfaden 
einen Berg hinaufauklimmea sucht, kann wohl einmal über eine Baum- 
wurzel straucheln. Ich habe mich bemüht, die Hauptgedanken so faßlich 
und klar wie mir möglich war auszudrücken, im einzelnen mag ich wohl 
manchmal des Guten zu viel oder zu wenig getan haben. 

Es bleibt rnir zum Schlüsse noch die angenehme Pflicht, der Verlags- 
firraa für die Sorgfalt zu danken, die sie auf Druck und Ausstattung des 
Buches verwendet, und für das freundliche Entgegenkommen, das sie mir 
hierbei gezeigt hat. 

Straßburg, den 18. Juni 1908, 

H. E. Timerding. 
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Erstes Kapitel. 

Yektorea imd Pimktgrößen. 

Das erste Element der Geometrie ist der Punkt. Er ist definiert 
als die bestimmt bezeichnete Stelle im Ilaume. Man legt einen 
Punkt fest durch seine Koordinaten. Unter Voraussetzung gewisser 
fest angenommener räumlicher Größen, des Bezugssystems, lassen 
sich immlich drei Zahlwerte von bestimmter geometrischer Bedeutung 
angeben, welche dem festzulegenden Punkte und keinem anderen 
Punkte zukommen. Gewöhnlich nimmt mau hierfür die Abstände 
des Punktes von drei zueinander rechtwinkligen Ebenen, welche 
Abstände man in einem bestimmten Sinne positiv und im entgegen- 
gesetzten Sinne negativ zu rechnen hat. Es ist nun von Wichtigkeit, 
nicht bloß den Begriff der (absoluten) Lage eines Punktes, sondern 
auch den der gegenseitigen oder relativen Lage zweier Punkte ein- 
zufahren. Man trifft die Verabredung, zwei Punktepaa,ren dieselbe 
gegenseitige Lage zuzusehreiben, wenn ihre geradlinigen Verbindunga- 
strecken gleich lang und gleich gerichtet sind, wenn also die vier Punkte 
zusammen die Ecken eines Parallelogramms bilden. Die Lage eines 
Punktes B gegen einen anderen Punkt Ä wird demnach durch die 
Länge und Richtung der Strecke AB fixiert, die von dem Punkte Ä 
nach dem Punkte S hinführt. Eine solche der Länge und Richtung 
nach gegebene Strecke bezeichnet man als einen Vektor, Die 
Strecke ist vollkommen festgelegt, wenn außerdem ihr Anfangspunkt 
bestimmt wird. Diesen Anfangspunkt wollen wir den Angriffspunkt 
des Vektors nennen. Will man den Vektor darstellen, so genügt ea 
nicht, die einfache Strecke in irgendeiner Lage zu geben, da hier- 
durch ihre Richtung noch nicht in eindeutiger Weise gekennzeichnet 
ist. Vielmehr hat man dann noch, je nachdem man den einen oder 
anderen Begrenzungspunkt der Strecke als ihren Anfangspunkt an- 
sieht, die Wahl zwischen zwei einander entgegengesetzten Richtungen. 
Man muß daher noch durch einen Pfeil den Sinn bezeichnen, in dem 
die Sirecke, von ihrem Anfangspunkte ausgehend, durchlaufen werden 
soll. Die Vektoren, die durch zwei gleich lange, aber entgegengesetzt 
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gerichtete Strecken repräsentiert werden, nennen wir entgegen- 
gesetzte Vektoren. 

Die Bezeichnung Vektor, die eine Abkiirznng' des alten Aus- 
druckes EadinsTektor ist, rührt von Hamilton her, der auf diesem 
Begriffe seine Theorie der Quatemionen aufbaute. Er gab eine aus- 
führliche Darstellung dieser Theorie in seinen „Lecturea on Quaternions", 
die 1853 gedruckt wurden^), nachdem er seine neuen Methoden vor- 
her in einer Reihe Yon Abhandlungen entwickelt hatte, die ■vom 
Jahre 1844 an in dem Philosophical Magazine erschienen sind.^) In 
dem gleichen Jahre, 1844, veröffenthchte Gfraßmann seine „Lineale 
Ansdehnungslehre".^) In diesem merkwürdigen Buche, das später, 1862, 
eine Tollige Neubearbeitung erfuhr*), entwickelte der Verfasser ebenfalle 
den Vebtorbegriff unter der Bezeichnung als Strecke, und zwar in 
einer abstrakten Verallgemeinerung auf einen Raum von beliebig 
viel Dimensionen. Die Darstellung ist bei beiden Autoren ebenso 
verschieden wie der Ausgangspunkt. Hamilton geht von dem einfachen 
Gedanken aus, ein möglichst handliches Werkzeug zur Behandlung 
geometrischer und physikalischer Probleme zu gewinnen, indem er 
die längst bekannte Deutung der komplexen Zahlen durch die Punkte 
einer Ebene und die daraus fließenden geometrischen Ergebnisse auf 
den Raum auszudehnen sucht und damit den Weg weiter verfolgt, 
den vor ihm Bellavitis in seiner Theorie der Äqui pollenzen gegangen 
ist.^) Graßmann hingegen geht von dem aligemeinen und völlig ab- 
strakt gefaßten Begriffe der Ausdehnung aus. Indem er die „lineaie" 
als die einfachste Form der Ausdehnung herausgreift, stellt er sich 
die Aufgabe, die Gesetze dieser Ausdehnungsform zu erforschen. In 
der Weite des Gesichtskreises und der Tiefe der Konzeption ist 
er so Hamilton überlegen, aber die philosophisch gefärbte Grund- 
legung der Theorie gibt Graßraanns Darstellung eine Abstraktheit, 
welche den Zusammenhang mit den bisherigen Wegen und Zielen 
der Mathematik mehr verhüllt als klarlegt. Erst in späteren Zeiten 
hat er die Ausbeutung seiner Lehre für vertrautere Aufgaben der 

1) Gehalten hat er diese Vorlesungen vom Jahre 1848 an. 

2) Die erste Mitteilung, die bereits das Wesentliche seiner Theorie enthält, 
machte er am IB. November 1843 der irischen Akademie. Sie ist veröffentlicht 
in Pj-oceedings of the Eoy. Irish Acad. 2 (1844) und im Philosophical Magazine (3) 25 
(1844) S. 10. Historische Einaelheiten findet man in Glivec, Life of ^ir William 
Rowan Hamilton, vol. II, S. 432 seq. 

3) Eine neue, kritische Ansgahe in Bd. 1, Ted I von Giaömanns gesammelten 
matb. u. pbys Werken. Hinzugefügt ist hier die Geometnai'hp Anilyse ' vrekhe 
eine gedrängte Darstellung der Auedehnungslelire mit PeS'hiLnkang lut den 
Raum, der Anschauung gibt. 

4) Werke, Bd. 1, Teil 2 (1896). 

5) Zuerst Annali di Scienze del Eegno Lombardo Veneto 5 (1836) und 
ebenda 7 (1837), 
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Geometrie, Analysis und Physik angebaiint. Die Anwendung auf den 
anscliaulichen Raam von drei Dimeusionen bleibt indes eine Be- 
schränliuug seiner Theorie. Innerhalb dieser Beschränkung aber 
ist eine organische Verschmelzung der Haniiltonschen und der GraJJ- 
mannschen Betrachtungsweise möglieh und trotz einseitiger Partei- 
gänger heute im wesentlichen erreicht, wenngleich in der Bezeichnungs- 
weise eine erschreckende Vielgestaltigkeit herrseht. 

Vielleicht das Hauptverdienst Hamiltons ist die zweckmäßige 
Festsetzung von Differentialoperationen an räumlich ausgedehnten 
Größen, die für die mathematische Physik eine entscheidende Bedeutung 
gewonnen haben. In der Grundlegung der Theorie aber ist Graßmanns 
Scheidung von inneren und äußeren Produkten einfacher und natür- 
licher als die Quaternionen, die Hamiltons Theorie den Namen ge- 
geben haben. Diese bleiben auf besondere geometrische und kine- 
matische Probleme beschränkt, denen sie ihrem Wesen nach angepaßt 
sind. Deshalb schließen sich auch die folgenden Entwicklungen zu- 
nächst an Graßmann an. 

Der Anfang der Hamiltonschen wie der Graßmannschen Lehre ist 
übereinstimmend die schon von Eellavitis gefundene Addition und 
Subtraktion der Vektoren. 

Sind zwei Vektoren von beliebiger Länge aber gleicher Richtung 
gegeben, so liegt es nahe, eine Regel aufzustellen, nach der diese 
Vektoren sich durch Addition zu einem einzigen Vektor vereinigen 
lassen. Dieser durch Addition entstehende Vektor soll die gleiche 
Rithtung haben wie die beiden gegebenen Vektoren, seine Länge muß 
dann die Summe ^on den Langen dieser Vektoren sein. Sind die 
Vektoien entgegengesetzt statt gleich gerichtet, so muß man ihre 
Längen -lubtiahieren statt sie zu addieren. Zwei entgegengesetzte 
Vektoren eigeben ^o als Summe emen verschwindenden Vektor, und 
mau kann die Subtiaktion gleich oder entgegengesetzt gerichteter 
Vektoien auf deien Addition zurüclcführen, indem man die Regel 
gibt, daß man statt emen Vektoi zu subtrahieren den entgegen- 
gesetzten Vektoi zu addieren hat 

Die Regel für die Addition gleichgerichteter Vektoren kann mau 
nun auf eine solche Form bringen, daß sie sich sofort auf beliebig 
gerichtete Vektoren übertragen läßt. Man kann nämlich sagen: Um 
einen Vektor zu einem anderen zu addieren, lege man ihn ohne 
Änderung seiner Richtung so an diesea Vektor, daß sein Anfangs- 
punkt mit dessen Endpunkt zusammenfällt, dann ist der Vektor, der 
von dem Anfangspunkte des letzteren Vektors nach dem Endpunkte 
des ersteren, zum anderen hinzugefügten Vektors hinführt, der ge- 
suchte Summen Vektor, 

Sind die zu addierenden Vektoren ungleich gerichtet, so schließen 
sie sich mit dem Summenvektor zu einem Dreiecke zusammen. Sind 
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Ä, B, G die Ecken dieses Dreiecks, bezeichnet man femer mit A B 
den Vektor, der von A nach .B hinführt usw., so ist zu setzen: 



0) 



AB + BG = AC. 



Dies ist die erste Grundgleichuug der Vektorenrechnung, 

Vervollständigt man das 
Dreieck ABC durch Hinzu- 
fügung eines kongruenten Drei- 
ecks CDA zu einem Parallelo- 
m ÄBGD, 80 ergibt die 
nochmalige Anwendung der 
Additiousregel auch: 




(2) AD + DG^AC. 

Es sind aber die in den 

Gleichungen( 1) und (2) addierten 

Vektoren paarweise einander 

Parallelogramms gleich lang und 

t sind. Es wird so; 

AB=DC, BG^AJJ, 

und setzen wir mit kürzerer Bezeichnung^): 

AB^% BC^h, 

so folgt aus den Gleichungen (1) und (2): 

(3) a + h — li + a. 

Bei der Addition der Vektoren sind also die Summanden vertaiisch- 

A 
& d d d V 

m h n d P h 

m S AB i D V AB D 

d D n ^C d d d 

A 8 p k p 
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Addition der Vektoren. 

Sind drei Vektoren a, li, e zu vereinigen, so 
Strecken ÄS, AD, ÄE von einem Punkte A 
Strecken bestimmen dann, wenn 
sie nicht einer Ebene angehören, 
als Kanten ein Parallelepipedon, 
dessen weitere Ecken C, F, G, H 
heißen mögen, und zwar sollen 
ABCB, ABFE, ABHE die 
Ecken je einer Seitenfläche dieses 
Parallelepipedons sein. Nach der 
Grundregel der Addition findet 
man dann zunächst, weil sowohl 
AJßCB wie ACGE ein Parallelo- 
gramm bilden; 

AB^ AI) = AC, 

AC + AE = AG, 

und diese beiden Gleichi 
kann mau in die eine; 



len. Diese 




(4) 



(AB+ AB)-\-AE=^AG 



zusammenziehen. Anderseits wird nach derselben Hegel: 



oder: 
(6) 



AD + ÄE-AH, AB+AH-AG 
ABJr {AB -^ AE) - AG. 



Führt man die kürzere Bezeichnung der Vektoren durch einen 
Buchstaben ein (AE^ü), so folgt aus den Gleichungen (4) und (5); 



(6) 



(a + 1)) + c = a + (h + c). 



Die Summe dreier Vektoren ist sonach davon unabhängig, welche 
zwei von diesen drei Vektoren man zuerst vereinigt, es gilt für die 
Addition das assoziative Gesetz, das sich auch für den Fall dreier 
in einer Ebene liegenden Vektoren leicht nachweisen läßt. 

Die Summe der drei Vektoren wird geometrisch durch die 
Di^onale AG des Parallelepipedons dargestellt, das sie als drei in 
einem Punkte A. zusammenstoßende Kanten bestimmen. 

Gehen wir nun auf das Parallelogramm A.BCJ) zurück und 
ziehen in ihm noch die zweite Diagonale BB, so folgt aus der 
Grundregel der "S'^ektoraddition: 
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6 Erstes Kapitel, Vektoren uiid Punktgrößen. 

AB + BD = AD, 
woraus wir die andere Gleichung: 

(T) AB - AB = BD 

ableiten, indem wir deflnifcions weise unter der Differenz der Velctoren 
AB und AB den Vektor verstehen, der zu ^iB addiert den Vektor AD 
liefert. Die Differenz zweier Vektoren mit demselben Anfangspunkte 
ist also durch den Vektor gegeben, der von dem Endpunkte des 
Subtrahenden nach dem Endpunkte des Minuenden liiiiführt. 
Anderseits aber wird: 

BD = ßC + CD. 

Der Vektor BO ist hierin gleich dem Vektor AD der vorigen 
Gleichung, der Vektor CD ist dem Vektor AB entgegengesetzt. Man 
findet also die Differenz zweier Vektoren, indem man zu dem Minuenden 
den dem Subtrahenden entgegengesetzten Vektor addiert, in Über- 
einstimmung mit der für die Subtraktion gleichgerichteter Vektoren 
gegebenen Vorschrift. Nach dieser Regel ist es gestattet, den zu einem 
Vektor a entgegengesetzten Vektor durch das Symbol — Ji zn be- 
zeichnen. Dies läßt sich auch durch die Gleichung: 

(8) BA=-AB 

ausdrücken. 

Addiert man einen Vektor a wiederholt zu sich selbst, so er- 
hält man einen gleichgerichteten Vektor, dessen Länge ein Vielfaches 
des vorgelegten Vektors -ist, etwa das sra-faehe. Dann wollen wir 
auch den gewonnenen Vektor als das jw-faehe des ursprünglichen 
Vektors ansehen und mit m • a bezeichnen. Der Vektor a selbst ist 
der m'^ Teil oder, wenn man will, das -fache des Vektors m ■ &. 
Man teilt also einen Vektor durch eine ganze Zahl, indem man seine 
Länge durch diese Zahl teilt und seine Richtung ungeändert läßt. 
Daraus ist weiter zu sehen, wie ein Vektor mit irgendeiner, zunächst 
rationalen Zahl zu multiplizieren ist. Man multipliziere seine Länge 
mit dieser Zahl und lasse seine Richtung uugeändert. 

Nach den aufgestellten Regeln läßt sich ein beliebiger Vektor a 
auf drei Vektoreinheiten i, j, k') in folgender Weise zurückführen: 
In einem gewöhnlichen, rechtwinkligen Koordinatensystem seien 
,x, y, s die Koordinaten des Anfangspunktes A, x\ y', s' die Koordi- 
naten des Endpunktes B einer den Vektor a repräsentierenden 
Strecke AB. Dann läßt sich der Vektor a als die Summe dreier 
Vektoren auffassen, welche mit den Koordinatenachsen gleichgerichtet 
sind und der Reihe nach die Längen: 

1) Dieso Bezoichmiag ist die IlamjltonacliQ, Graßmann schreibt e, , e^, c, . 
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Analytisplio Darstellung. 

(9) i^x'-x, 5 = y'- y, j = s 
haben. Diese Großen j, 5, j heißen 
die Komponenten des Vektors 
nach den Koordinatenachsen. Füh- 
ren wir nun drei Vektoren i, j, k 
von der Länge Eins ein, welche 
mit den Koordinatenachsen gleich- 
gerichtet sind, indem i nach der 
positiven Seite der a;-Achse hin- 
weist usw., dann läßt sich der Vek- 
tor a achreiben in der Form: 

(10) a==Ei + V],j+jk. 
Die Länrre des Vektors ii bezeichnen n 




I a ^yf^f + äl 

Sind X, p,, V die Winkel, welche die Richtung dieses Vektors mit den 
positiven Richtungen der Koordinatenaehsen einsehließt, so wird 

^ = a ^ cos X, ^ = I a 1 coa (i, 1~\'a\ cos )■. 
Es sei l) ein zweiter Vektor, und zwar: 
(10.) b_E'i + l|'j + ä'k. 

Soll nun der Anfangspunkt dieses Vektors h mit dem Endpunkte des 
ersten Vektoj-a a, welclier die Koordinaten x', y', s' hatte, zusammen- 
fallen, Bo werden die Koordinaten des Endpunktes von h: 

x"=x'+i\ y"=y'+ti', s"=s'-H3'- 
Der Summenvektor von a und b muß aber nach der Grundregel 
diesen Punkt zum Endpunkt und den Fuukt A mit den Koordinaten 
X, y, 2 zum Anfangspunkte haben, seine Komponenten werden also: 

x"-X'^x'+ 1^'- X, y"-'y^y''i ^'-y, 2"— s - s'-f 5'- 3 

und mit Rücksicht auf die Beziehungen (9) können wir somit diesen 
Vektor schreiben; 

(11) a -f b = (s 4- f)i + (\) + 9')j + (ä + ä') k. 

Vergleichen wir dies mit den Ausdrücken (10) für a und 1), so sehen 
wir, daß zwei Vektoren addiert werden, indem man ihre 
Korapouenteii addiert. 

Vertauscht man Anfangs- und Endpunkt des ersten Vektors a, 
so erhält man den entgegengesetzten Vektor — a und für dessen 
Komponenten die Werte: 

r,-x'=~i, ,y-y'=-lj, ^_,ä'^_j, 
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8 Erstes Kapitel. Vektoren und PunktgrÖGen. 

d. h. die entgegen gesetzten Weite von den Komponenten des Vektors a. 
Addiert man den Vektor — a zu dem Vektor b, so findet man: 

(12) l - a - (E'- j)i + (?'- t)),j + (ä'- ä)k. 

Zwei Vektoren werden also subtrahiert, indem man ihre 
Komponenten subtrahiert. 

Ein Vektor läßt sich symbohsch als die Differenz zweier Punkte 
deuten, indem man definitions weise schreibt*): 

(13) AB^B~A. 
In der Tat zeigt die Gleichung: 

Ä + (B - A) ^ B, 
die aus der allgemeinen Definition der Differenz folgt, daß sich der 
Ausdruck B — A als eine Operation deuten läßt, die, an dem Punkte Ä 
ausgeführt, ihn in B überführt, und diese Operation wird anderseits 
geometrisch durch die Strecke verbildlicht, die von dem Punkte A 
nach dem Punkte B hinführt. 

Die grundlegende Gleichung (1) schreibt eich in dieser neuen 
Symbolik: 

(B - A) + (C ~ B) = C - Ä 
übereinstimmend mit den Regeln der Subtraktion. 

Wir denken uns nun m Vektoren, die, alle von demselben 
Punkte P ausgehend, nach den Punkten Pi, Pg, . . . P^ hinlaufen. 
Die Summe aller dieser Vektoren sei durch einen Vektor PS re- 
präsentiert. Von diesem Vektor nehmen wir den «w*^" Teil, und dieser 
sei durch einen Vektor FE gegeben, so daß FS = m ■ FR wird. Die 
sich so ergebende Gleichung: 

(14) PP, + PP,+ -.- + PP,„ ^m-PB 
läßt sich in der neuen Symbolik schreiben: 

(i4a) (Pi _ P) + (Pa _ P) + . . . + (P„ _ p) = ,B (R _ p). 

Hieraus folgt, wenn man, die Punkte wie algebraische Größen 
behandelnd, auf beiden Seiten der Gleichung m ■ P addiert, die 
weitere Gleichung: 

(15) Pi+Pi-i---+P^ =m R, 
die von der Lage des Punktes F unabhängig ist. 

Wenn man statt dieser noch nicht gerechtfertigten Operation 
mit Punkten zn der Gleichung (14) die identische Vektorgleichung: 

1) Man vergleiche die klaren, ausfuhrlichsii AuBeinaiicIerBetBungen iu der 
ersten Vorlesung von Hamiltons Lectures on Quatemions. Wir adoptieren die 
dort gebrauchte Bezeichnung dureli halbfette Antiqaa für Punkte, die als Gegen- 
stand einer symbolischen Eechnung dienen, während wir für Punkte in rein 
geometrischem Sinne die gewöhnlich gebrauchte Kursive beibehalten. 
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Rechnen mit Punkten. 9 

QF^ QP+--- + QP = m.QP, 
wobei Q ein beliebiger Punkt ist, addiert, so erhält man die Gleichung: 

die zeigt, daß die Gültigkeit der Gleichung (14) von der Wahl des 
Punktes P unabhängig ist und somit die Lage des Punktes P ledig- 
lich von der Lage der Punkte Pi, Pg, . , . P„ abhängt. Dadurch er- 
scheint auch die Gleichung (15) als Ersatz der Gleichung (14) bei 
beliebig gelassenem P gerechtfertigt. Der Punkt P heißt das Zentrum 
der mittleren Entfernungen für das Punktsystem Pi, P^, . . . P«.^) 
Wählen wir in der Gleichung (14) für den willkürlichen Punkt P 
den Koordinatenursprung 0, so wird sie: 

0P,+ 0P2 + --' + 0P„. = m . OB. 
Sind aber Xi, y-,, Zi die Koordinaten des Punktes P;, x, y, s die 
Koordinaten von iJ, so ist: 

OPi= xA + j/ij -1- ^ik, (; = 1, 2 . . , m) 

Setzt man diese Werte in die vorhergehende Gleichung ein, so liefert 
sie die folgenden Werte für die Komponenten des Vektors m- OP: 

IXi + x^ + ■ • ■ + x„ = m-x, 
i!t + yi + --- + ym = m-y, 
^1 + s« + ■ ■ ■ + ^m = »K-« 
Diese Gleichungen zeigen uns, daß die Koordinaten des Zentrums 
der mittleren Entfernungea die arithmetischen Mittel aus den Koor- 
dinaten der Punkte des Punktsystems sind. 

Die Gleichung (15) enthält auf ihrer Haken Seite die Summe 
einer Anzahl beliebiger Punkte. Sie läßt erkennen, daß zwei Systeme 
von Punkten nur dann dieselbe Summe liefern können, wenn sie an 
Anzahl gleich sind. Außerdem muß das Zentrum der mittleren Ent- 
fernungen für beide Punktsysteme dasselbe sein. Man kann alle Punkte 
des Systems sich in diesem Zentrum vereinigt denken, ohne daß die 
Summe sich ändert, und so erseheint als Kesultat der Addition ein viel- 
facher Punkt. Wenn man solche vielfache Punkte einmal in Be- 
tracht zieht, so kann man auch die Punkte des Systems in beliebigen 
Gruppen sich zu vielfachen Punkten vereinigen lassen und erhält dann 
statt der Gleichung (15) eine Gleichung: 

niy P„ = m ■ R, 



(17) 


.»,1 


1>, + m, P, + 


wobei: 






(18) 




m = )% + 



1) Caniot, Geometrie de Positioa (1803) S, 315. 
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10 Erstes Kapitel. Yektoren i.nitl Pnuktgrößen. 

anzunelimen ist. Die Gleichungen (16) gehen gleichzeitig über in 
die folgenden: 

Im^ ic^ + jHj a^ + ■ ■ ■ + m,. x,. ^ m- x, 
m^ «/j + m^ i/ä + h m,y,^m- y, 
m^ 3j + m^ ^2 4- ■ ■ ■ + m,. s„ = m ■ s. 

Diese Gleichungen haben zunächst nur einen Sinn, wenn alle m 
ganze Zahlen bedeuten. Es liegt aber nahe, sie auch anf den Fall 
zu erweitern, wo die m beliebige Zahlen sind. Was wir zunächst 
als einfache Punkte angesehen haben, können wir nämlich wieder 
als Konglomerate einer bestimmten Zahl, sagen wir n, Teilpunkte 
auffassen, oder ausführlicher ausgedrückt, wir sehen auch joden ein- 
fachen Punkt als Zentrum der mittleren Entfernungen für ein System von 
n Punkten an, die wir schließlich einander und damit dem Zentrum 
unendlich nahe rücken lassen. Dann aber können wir für die Größen m; 
statt ganzer Zahlen gebrochene Zahlen mit dem gemeinsamen Nenner n 
nehmen. Da nun die Zalil n an und für sich ganz beliebig wählbar 
iat, 80 können die Größen m auch beliebige rationale Zahlen bedeuten. 
Sie bleiben aber einstweilen anf positive Werte besehränkfc. 

Wir sind so auf Punkte gekommen, die mit einem beliebigen 
p ositiven Zahlfaktor behaftet sind. Wir nennen dieselben nach 
Graßmann Punktgrößen. Sie sind in der Physik als Massenpunkte 
bekannt. In die reine Geometrie sind sie 1827 durch Moebius, in 
seinem Earyzentrischen Calcul'), eingeführt und zur Grundlage einer 
geometrischen Rechnung gemacht worden. Wir wollen gelegentlich 
der Einfachheit halbei den Ausdruck Masse für den Zahlfaktor m 
der Punktgröße beibehalten Ei ist, wie die Gleichung (17) zeigt, 
als ein wirklicher Faktoi anzu=!ehen, mit dem der gleichliegende ein- 
fache Punkt multipliziert ei scheint Die einfachen Punkte selbst lassen 
sich als Punktgrößen von dei Masse Eins auffassen. Die Formeln (iO), 
zu denen dio Gleichung 

(18) >i + m -r ■ + «*, ==m 

hinzuzunehmen ist, liefern die Hegel für die Addition der Punkt- 
großen, Es liegt nahe, die Zalilwerte: 



Mi Xi, rrii yi, mi Si, m^ 

als die K oordinaten der Punktgrößen anzusehen, dann gestatten 
die Gleiclitingen (19) und (18) die einfache Ausdeutung: Punkt- 
größen werden addiert, indem man ihre Koordinaten addiert. 
Um in Übereinstimmung mit längst bekannten Dingen zu bleiben, 

1) Neudruck in Bd. 1 von Moeliiua' Werken, hsg. v. R. Baltzer (1885). Mau 
vergleiche dort auch (S, 613) die Bemerkungea Moebius' zu Jai; toii Graßmann 
in aeiaer Geometriaolien Analyse entwickelten Panktrechiiung, 
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nennen wir die durch dio Gleichung (18) festgelegte Größe m die 
Gesamtmasse des Systems von Punktgrößen und den Punkt, dessen 
Koordinaten x, y, z durch (19) bestimmt werden, den Schwerpunkt 
dieses Systems. Die Stimme des Systems von Punktgrößen ist dann 
eine Punktgröße, deren Masse die Gesamtmasse des Systems ist und 
deren Lage durch dessen Schwerpunkt gegeben wird. 

Sind j)j, Pa ■ ■ ■ die Abstände der Systempunkte von einer be- 
liebigen Ebene ■x, so nennen wir die Summe: 

™i Pi + '"a ft + " ' ■ + '"^ P'' 
das statische Moment des Punktsystems für die Ebene a. Um den 
analytischen Ausdruck fär dieses statische Moment zu finden, denken 
wir uns die Gleichung der Ebene ar in der Normalform: 

gegeben, in der wir: 

voraussetzen, indem l, ij, t, die Richtungskosinus und 9 die Länge 
des aus dem Koo^dinatenur Sprung auf die Ebene gefällten Lotes be- 
zeichnen. Dann wird der Abstand des Punktes mit den Koordinaten 
Xi, yi, Bi von dieser Ebene einfach: 

2); =- I a^; + j; */,■ + säj — 6 
und somit das statische Moment: 

2miPi = ^-ZniiXi + vfSmiyi + t.-2^m.iZ;— O^l^mt 
oder nach (19) und (18): 

(19) SmiPi=^ m (^x + ^y + g^ — ö) = m-j), 

wenn p den Abstand des Schwerpunktes von der Ebene st bezeielmet. 
Daraus folgt, daß, wenn zwei Systeme von Puuktgrößen dieselbe 
Summe ergeben, ihre statischen Momente fUr alle Ebenen des Raumes 
übereinstimmen. Sie lassen sich auf die statischen Momente einer 
einzigen Punktgrüße reduzieren, und dies ist die durch die Addition 
resultierende Punktgröße. 

Beschränken wir die Addition auf nur zwei Punktgrößen, niy Pj 
und m^ Pg, so wird die Lage des Summenpunktes durch die Koordi- 
naten : 

bestimmt. Aus diesen Gleichungen folgt: 

Diese Formeln zeigen aber, daß der in Rede stehende Schwerpunkt 
auf der Verbindungslinie von P^ und' P^ liegt und seine Abstände 
von diesen Punkten sich umgekehrt verhalten wie die Massen, mit 
denen sie behaftet sind. Dies ist das Archimedische Hebelgesetz. 



y Google 



2 Erstes Kapitel. Vektoroo. und l'imktgi'ößcn. 

Schreibt man die Formeln, welche die Addition zweier Punkt- 
TÖßen ausdrücken, in der C 



m V + m^ P, = ni2 P^ , m -\- m^ = »ig , 
so folgen aus ihnen die Formeln für die Subtraktion zweier Punkt- 
größen: 

(21) Mg P3 - m^ P, — m V, m^ - m^ = m, 

von deaen die erste als Ersatz für die drei nicht symbolischen 
Grleichungen dient: 

(22) OTja^a — m^x^ = mx, m^y^ — m^j/i = miß, m^s^ — m^s^ = ms, 
zn denen: 

hinzuzunehraen ist. Zwei Punktgrößen werden also auch sub- 
trahiert, indem man ihre Koordinaten subtrahiert. 

Die Formeln (21) versagen, wenn nu = m^, also m ~ wird. 
Setzen wir dann: 

m^V^ - mj Pi = m^ (P^ - PJ = m^ ■ p = v, 
80 wird nach Früherem p = P^ — Pj ein Vektor, nämlich der Vektor, 
der von P, nach Pg hinführt. Die gesuchte Differenz v ist das 
MSj-fache dieses Vektors, also wieder ein Vektor. Die Differenz zweier 
Punktgrößen Ton gleicher Masse m^ ist also ein Vektor, den man 
findet, indem man die Länge der Verbindungs strecke beider Punkt- 
größen im Verhältnisse m^ : 1 Tergrüßert. 

Daraus folgt weiter, daß, wenn man zu einer Punktgröße von 
der Masse m^ einen Vektor v addiert, das Resultat wieder eine 
Punktgroße von der Masse m^ ist, deren Lage gegen die erste durch 
den Vektor ■ — ■ v bestimmt ist. 

Um nun schließlich zu einer analytischen Darstellung einer 
Punktgröße ^, deren Masse m ist und deren Lage durch die Koordi- 
naten X, y, s gegeben, zu gelangen, legen wir in den Koordinaten- 
ursprung die gleiche Masse m, dann wird: 

iß_mO = m(xi + j/j + ^k) 
und hieraus: 

(2S) ^ = jB ■ -f )K a: ■ i + '« y ■ j + '» 2 ■ k. 

So läßt sich jede Punktgröße symbolisch darstellen, und was wir 
oben als ihre Koordinaten bezeichnet haben, sind die Koeffizienten in 
diesem symbolischen Ausdrucke. 
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Zweites Kapitel. 
Vektorprodukte. 

Bis jetzt ist nur von der Addition und Subtralition der Funda- 
mentalgrößen die Rede gewesen. Unsere nächste Aufgabe wird sein, 
auch ihre Multiplikation und Division in Betracht zu ziehen. Wir 
wollen mit der Multiplikation der Vektoren beginnen. Diese Multi- 
plikation hezeichnet den Punkt, wo die originale Leistung Hamiltons 
und Grraßmanns anhebt, aber hierbei tritt auch schon die Verschieden- 
heit ihrer Anschauungen zutage.^) 

Die Multiplikation gewöhnlicher Zahlen a, 1), c . . . gehorcht 
drei Gesetzen, die als das kommutative, distributive und assoziative 
Gesetz bezeichnet werden. Das kommutative Gesetz fordert die 
Vertäu schbarkeit der Faktoren und drückt sich in der Formel; 

aus. Das distributive Gesetz betrifft die Multiplikation einer Zahl 
mit einer Summe und lautet in einer Formel geschrieben: 

(« + &) c = a-c + i-c, 
woraus die andere Formel: 

(a 4- i) ■ (c 4- rf) -= t[ ■ c -f & ■ c 4- « ■ t? -J- & ■ rf 
unmittelbar folgt, die in Worten ausgesprochen lautet: Zwei Summen 
werden multipliziert, indem man jedes Glied der einen mit jedem 
Glied der anderen multipliziert und die herauskommenden Produkte 
addiert. 

Das assoziative Gesetz endlich bezieht sich auf die wiederholte 
Multiplikation und besagt, daß das Resultat derselben nicht von der 
Ordnung, in der die zur Verwendung kommenden Paktoren miteinander 
multipliziert werden, abhängt. Es drückt sich in der Formel aus: 

(a-h)c = a-(b'C). 

Dieses letzte Gesetz stützt sich auf die selbstverständlich klingende 
Tatsache, daß das Produkt zweier Zahlen wieder eine Zahl ist und 
also aufs neue mit emei Zahl multipliziert werden kann. Wenn wir 
aber eine der Zahlen multiplikation analoge Operation mit Vektoren 
suchen, so können wn nicht von vornherein sagen, daß das Produkt 
zweier Vektoren wieder ein Vektor sei, vielmehr müssen wir erwarten, 

i) Was braßminn betnfft bo vergleiolie man aucli seine Arbeit Sur les 
difförenta ^enies do raultiplication im Journal für Math. 49 (1866) S. 125, wieder- 
abgcdmi-kt m semen \\ eiken II S. 199. 
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auf diese Weise zu einer neuen Art räumlicher Größen zu ) 
Wir können also von der Geltung des assoziativen Gesetzes 
absehen. Ebensowenig ist ein Grund vorhanden, an dem kommutativen 
Gesetze unbedingt festzuhalten. Dagegen soll das distributive Gesetz 
in allen Fällen gelten, weil auf diese Weise sich die fdöglichkeit er- 
öffnet, aus der Multiplikation der Einheitsvektoren mit sich selbst 
und miteinander die Multiplikation zweier beliebiger Vektoren ab- 
zuleiten. 

Sind also a, b, C, d irgendwelche Vektoren und di'äcken wir 
auch die Multiplikation der Vektoren durch einen zwisohengesetzteu 
Punkt aus, so soll aligemein: 

(1) (a -(- b) ■ (c + d) = a ■ c + b ■ c 4- Ji d -i- b - d 

sein, welche Begel sich sofort auf die Multiplikation von zwei Summen 
mit beliebig vielen Gliedern überträgt. Setzen wir in jeder der beiden 
Summen die Glieder idle einander gleich, so ergibt sich für irgend- 
welche ganze Zahlen m, n die Relation: 

(2) (mn) ■ (nV) -= )M»(a ■ b). 
Hieraus folgt aber weiter, daß auch: 

(3) '.'-i-^ 

ist, wenn wieder m' und n' ganze Zahlen bedeuten. Denn aus dieser 
Gleichung folgt, wenn man ihre beiden Seiten mit m'-ii' multipliziert: 

m ■ n- [—, ■ — 7I = it ■ 0. 

]>ie linke Seite dieser Gleichung ist aber naeli (2) in der Tat: 

= m —, ■ n — = a ■ b, 

womit die Gleichung (3) bewiesen ist. Indem wir (2) und (3) zu- 
sammenfassen, können wir allgemein setzen: 

(4) pn- qh ^ pq{a- b), 
wenn p, q irgendwelche r ational e Zahlen bedeuten. 

Wenn nun zwei Vektoren in der Form: 

gegeben sind, so ergibt sich aus der Anwendung der Kegeln (l) 1 



(5) 
(4) für das Produkt 
(6) 



beiden Vektoren sofort der Ausdnick; 

l>_ EE'(ii) + E9'(i-j) + !!'(!•!') 
+ M'Ü-i)+l)»l'(,)J)+tlä'(J-lt) 
+ iE'(k.i) + il)'(t-J) + äi'(l'-l'). 
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Analytischem Vektorprodukt. 15 

Dieses ist also die allgemeinste Form für das Produkt zweier Vektoren. 
Dasselbe läßt sich mithia als lineare Funktion von 9 Einheiten, näm- 
lich den Produkten der Einheitsvektoren i • i, i'j usw., darstellen 
und bezeichnet so in der Tat eine Größe höherer Ordnung, als es die 
Vektoren selbst sind. 

Das durch die Formel (6) gegebene Vektorenprodukt ist aber ab- 
hängig von der Wahl des zugrunde gelegten Koordinatensystems oder, 
was dasselbe heißt, von der Lage der Einheitsrektoren. Wir wollen 
es deshalb das analytische Produkt der Vektoren nennen^), indem 
es seinem Wesen nach iu einem durch die analytischen Ausdrücke 
der Vektoren mitbestimmten höheren analytischen Ausdrucke be- 
steht. Dagegen ist es auf der anderen Seite eine natürliche For- 
derung, daß sich dem Vektorprodukte auch eine geometrische Be- 
deutung geben lassen soll, die nun ihrerseits nicht von der Wahl 
der Einheitsvektoren, sondern lediglieh von den multiplizierten 
Vektoren abhängt. Ein solches Produkt soll dann ein geomet risches 
Produkt heißen. 

Um zu derartigen Produkten zu gelangen, überlegen wir, daß 
sieh, da die geometrische Bedeutung des Produktes von der Walil 
des Koordinatensystems nicht abhängen soll, dem letzteren eine be- 
sondere Lage gegen die zu multipli zieren den Vektoren geben läßt, 
ohne daß das Produkt seine geometrische Bedeutung verändern kann. 
Wir legen deshalb den Koordinatenursprung in den gemeinsamen 
Ausgangspunkt der beiden Vektoren a und b, die a^-Achse lassen 
wir mit dem Vektor a zusammen- und den Vektor b in die auy-Ebene 
fallen. Sind dann noch a und 1} die Längen der beiden Vektoren, 
<p der Winkel, den sie bilden, so ist zu setzen: 

-^'=})cosif', t)'=&siny, ä'= 0, 
und der Ausdruck (G) für das Produkt reduziert sich somit auf: 

a ■ 1) = ttZicos g:(i ■ i) -|- (lisintp (i ■ J). 
Setzen wir bei dieser besonderen Wahl der Einheitsvektoren: 

so daß D nur von der Richtung des ersten Vektors, u von dieser 
Richtung und der Stellung der Verbindungsebene beider Vektoren 
abhängen kann, dann wird das Produkt: 

(7) ^ '[i = ah üQs fp c -\- ah s'mtp IL 



1) Gibbs bezeichnet es als Dyade. 
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Zweites Kapitel. Vektorprodukte. 

Wir drücken min die in dem Produkte auftretenden Zahlgrößen 
abcos(p und ahs'mip durch die Kom- 
ponenten der beiden Velctoren in 
einem beliebigen Koordinatensystem 
aus Der Einfachheit halber können 
wir den Ursprung auch dieses Koordi- 
natensystems mit dem gemeinsamen 
Angriffspunkte der beiden Vektoren 
^zusammenfallen lassenj deren Kompo- 
nenten E, g, j und j', t)', ä' sind dann 
die Koordinaten ihrer Endpunkte, und 
nach bekannten Formeln der analy- 
tischen Geometrie haben wir: 




-Vf 






(8) 



1 tftsin^ =-[/(qä'- ät)ö^ iu'-WF+W^W 



Der letztere Ausdruck bedeutet die Fläche F des durch die 
Vektoren als zwei Seiten bestimmten Parallelogramms (oder die 
doppelte Fläche des von den beiden Vektoren gebildeten Dreiecks). 
Die Projektionen Fx, Fy, F, dieser Fläche auf die Koordinaten- 
ebenen sind; 

(9) Fy^ivJ^vj', 
\ F,^i])'~i)i', 

demnach wird: 

F = YF/ + Fy' -f- F,^, 

und bezeichnen wir mit X, fi, v die Winkel, welche die ßichtung 
einer Normalen auf der Verbind ungs ebene der beiden Vektoren mit 
den Koordinatenachsen bildet, so ist: 

F^ F„ i\ 

(10) cos 1 = - j_, I cos ^ = -^> cos v = ^ ■ 

Setzen wir nun, was erlaubt ist: 



(11) 



s A ■ i + cos ^ . i -|- cos V • I, 



wo i, j, E neue, noch zu bestimmende Symbole sind, die wieder nur 
von der Stellung der Verbindungsebene beider Vektoren und der Rich- 
tung des ersten Vektors abhängen können, so wird die Gleichung(7), 
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Rcometrisciics Produkt. J7 

indem man mittelst (8), (9), (10), (11) die Werte auf den rechten 
Seiten durch die allgemeinen Komponenten der Vektoren ausdrückt: 

(12) a.l) = (EE'+qt)' + iä> 

+ (9ä'- i^')i + (äs' - n')i + (Et)'- De')^- 

Wir hallen so das Produkt wieder auf einen Ausdruck gebracht, 
der in den Komponenten der beiden Vektoren bilinear ist. Ver- 
gleicht man diesen Ausdruck mit dem allgemeinen (6), so sieht man, 
daß beide in TTbereinstimmnng gebracht werden, wenn 
i.i=j.j =k.k^O, 
^^^^ j.k^-k,i=i, k.i = ~i.k = i, i.j = -i,j = ^ 

gesetzt wird. 

Es zeigt sich auf diese Weise, daß das Symbol d, das nach 
seine]- ursprünglichen Einführung von der Richtung des ersten 
Vektors a abhängen Icann, von dieser Richtung unabhängig ist. 
Lassen wir die beiden Vektoren zusammenfallen, setzen wir also in 
der Gleichung (7) a = b = e, indem e einen Vektor bezeichnet, dem 
wir die Länge 1 geben wollen, so daß auf der rechten Seite der 
Gleichung a = h — 1 und ferner wegen des Zusammenfallens der 
Vektoren y = wird, dann finden wir: 

(14) e - e = 0, 

d. h. jeder Vektor von der Länge Eins ergibt mit sich selbst multi- 
pliziert den Wert o. Ein beliebiger Vektor a von der Länge a er- 
gibt dann mit sieh selbst multipliziert den Wert: 

(15) a - a = a^o. 

Das Symbol U wird jetzt nach (11) und (13): 

u = cos i (j . k) 4- cos ft (k . i) + cos v (i ■ j), 

es hängt also nur von der Stellung der Verhindungsebene der beiden 
Vektoren, nicht aber von der Richtung des ersten Vektors ab und 
kann direkt als die symbolische Darstellung dieser fibenenstellung 
angesehen werden. 

Die Gleichung (7) zeigb dann, daß das geometrische Produkt 
zweier Vektoren ungeändert bleibt, erstlich wenn man beide Vek- 
toren in ihrer Verhindungsebene mit Beibehaltung des Winkels 
zwischen ihnen beliebig herumdreht, zweitens wenn man den einen 
Vektor in demselben Verhältnisse verkleinert, wie man den anderen 
vergrößert, so daß das Produkt a ■ b ungeändert bleibt. 

In dem Ausdrucke: 

(7) a ■ h = ab CQs (p -\- nl sin ip u 
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J8 Zweiteä Kapitel. Vektorprodukte, 

ist der Winkel tp von deoi ersten Vektor nach dem zweiten hin ge- 
rechnet. Wenn man nun die beiden Vektoren vertauscht, so ändert 
der Winkel seinen Sinn, wird also — gs, während a, h und ii un- 
geändert bleiben. Wir finden also: 

(7a) 1) ■ a = abc,os<po — aZisin (pü. 

Es ist mithin im allgemeinen nicht a • b = 1) ■ a, d. b. das kommu- 
tative Geaeta nicht erfüllt. Die Gleichung (7) läßt aber erkennen, daß 
das geometrische Produkt in zwei Teile zerfällt, von denen der erste, 
ab cos y D, eine reine Zahl, mit einer unabhängigen Einheit D behaftet, 
der zweite, ahsm(pü, dagegen von der Stellung der Verbindungs- 
ebene beider Vektoren abhängig ist. Diese beidea Teile können wir 
trennen und einzeln als zwei verschiedene Vektorenprodnkte ansehen. 
Den ersten Teil schreiben wir, mit Fortlassung der dann überflüssigen 
Einheit ö: 

(16) a X b = fflö cosy, 

er heißt nach Graßmann das innere Produkt der beiden Vektoren. 
Den zweiten Teil drücken wir wie folgt aus: 

(17) [ab] = ab sinqo u, 

Graßmann nennt ihn das äujiere Pro dukt der beiden Vektoren,^) 
Das innere Produkt verschwindet, wenn die beiden Vektoren zu- 
einander normal, das äußere, wenn sie einander gleich oder entgegen- 
gesetzt gerichtet sind. Im ersteren Falle ist nämlich tp = 90", also 
cos qo — 0, im letzteren Falle ip — oder y = 180", also sin qo = 0- 
Insbesondere verschwindet also das äußere Produkt eines Vektors 
mit sieh selbst, d. h. es ist allgemein: 

(18) [aa] = 0, 
während a x a = ffl^ oder |aj^ wird. 

Sind J, t), i und %', 1)', ä' die Komponenten zweier Vektoren, so 
sind diese zueinander normal, wenn: 

EJ' 'hijiy + y' = 0, 
und zueinander parallel, wenn: 



h 9 a = i' V ä' 

1) Da= mneie Produkt will luch namentUcfi loa englischen Physikern, 
lU fikiliies da« LuLeie ils Vekto -produkt hezeirliaet. Die Schreibweise der 
U ilt 1 1 L ation ist 1 1 iei einzelnen Autoien tolgead? 

mnoreo Piodukt äußeres Produkt 
( iißiuiun [tt|b] [ftl>] 

Hamilton Sab Tab 

Heaviside ab Tab 

aihhB ab a X b 

Lorenta (a ■ b} [a ■ ))] 

Das aOgemeine geometrische Produkt hat Graßmann (Math. Ann. 13, S. 375, 
Werke Ü^, S. 208) miilUres FroduH genannt. 
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Inuere^ und äußeres Produkt. 19 

Ist la; + ij(/ + g^ = 6 die Gleichung einer Ebene, so ist ein 
Vektor mit den Komponenten );, l), ä zu dieser Ebene normal, wenn: 

f : 9 : ä = I : tj : £, 

und zn der Ebene parallel, wenn: 

Denn §, t;, ^ sind den Riclitnngskosinus einer Normalen der Ebene 
proportional. 

Aus den allgemeinen geometrischen Produkten (7) und (_7a) 
lassen sich das innere und das äußere Produkt wie folgt herleiten: 
(axb)D = -|-(a-l> + li-ji), 
^ ' [al)] = i(ab-h-a). 

Diese Gleichungen l^sen sofort erkennen, daß bei Vertauschung der 
Faktoren für das innere Produkt: 

(20) a X 1) = b X a 

wird, also das komniutativc Gesetz gilt, für das äußere Produkt dagegen: 

(21) labl = -[ba] 

ist. Wir wollen das Zeichen x immer anwenden, wenn die Vertauschung 
der durch dasselbe verbundenen Faktoren keine Änderung auf den 
Wert des Produktes ausübt. Dagegen wollen wir die eckige Klammer 
nur dann fortlassen, wenn das Produkt eine reine Zahl ist, so daß 
die eckige Klammer den geometrischen Charakter des Resultates der 
Multiplikation anzeigt. 

Der Wert des inneren Produktes wird nach (16) gefunden, in- 
dem man das Produkt der Längen beider Vektoren mit dem Kosinus 
des von ihnen eingeschlossenen Winkels oder, -was dasselbe heißt, die 
Länge des einen Vektors mit der Projektion des anderen Vektors 
auf ihn multiphziert. Den Faktor TOn u, nämijch F^ah amrp, in 
dem Ausdracke für das äußere Produkt wollen wir seinen absoluten 
Wert nennen. Er wird geometrisch durch die Fläche des Parallelo- 
gramms repräsentiert, das die heiden Vektoren als zwei Seiten be- 
stimmen. Setzen wir in dem Ausdrucke für das äußere Produkt aus 
(11) und (10) den Wert von u ein, so wird es: 

(22) lRh]^FA+F,i + FJ. 

Hierin bedeuten F:^, F,j, F^ die Projektionen der Parallelogramm fläche 
auf die Koordinatenebenen, Wir wollen diese Projektionen als die 
Komponenten des äußeren Produktes bezeichnen. Die drei Komponenten 
ändern ihr Vorzeichen, wenn die Vektoren a und b vertauscht werden. 
Diese Vorzeichen häugen so davon ab, welcher der beiden Vektoren 
bei der Produktbildung als der erste und welcher als der zweite an- 
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20 Zweites Kapitel. Vektorpro du];te. 

gesellen wird, sie werden mithin durch den Sinn der Drehung be- 
stimmt, die auf dem kürzesten Wege Ton dem ersten Vektor zu dem 
zweiten hinführt. Dieser Drehsinn ist gleichbedeutend mit dem Um- 
laufssinne des durch die Vektoren bestimmten Paralleiogi-amms, bei 
welchem der in dem Produkte vor anstehende Vektor in seinem 
richtigen Sinne durchlaufen wird. Dieser Umlaufssinn gehört so, 
neben dem Flächeninhalte des Parallelogramms und der Stellung 
seiner Ebene, zur geometrischen Darstellung des Vektorproduktes hin- 
zu, und wir können dieses Produkt interpretieren als eine Fläche 
von bestimmtem Inhalte und bestimmtem ümlaufssinne in einer Ebene 
von bestimmter Stellung. Eine solche Größe ist dem Vektor in ge- 
wisser Weise analog: die Länge des Vektors wird durch den Inhalt 
der Fläche, die Linienrichtung des Vektors durch die Ebenenstellung 
und der ßichtungssinn des Vektors durch den Umlaufssinn der Fläche 
ersetzt. Wir wollen deshalb die das äußere Produkt zweier Vektoren 
repräsentierende geometrische Gfröße einen Elächenv ektor nennen 
und die ursprünglichen Vektoren, wo es not tut, als Linienvek toren 
davon unterscheiden.^) 

Lange Zeit sind die beiden Vektoren überhaupt nicht unterschieden 
worden.") Man ersetzte unmittelbar den Flächenvektor (22) durch den 
Linien Vektor: 

(23) f=F^i+F,j + FAi, 
indem man: 

(24) i-i, i-j, I-k 

annahm. Dieser Vektor mißt durch seine 
Länge den Plächenvektor (22), er steht 
zu dessen Ebene seukrecht und sein Sinn 
ist durch den Charakter des zugrunde 
gelegten Koordinatensystems bestimmt. 

_ Ist d eses Kooid natensystem w e t\ i 

u 5 es imu er anneh nen wollen e n Rechts 

schra bensystem gel t de j us ti e be te lei r Achse nach rechts 

1 Maxwel ueunt Lond Mith Soc Pro eed ngs 3 1671 "24 Pape 2 
S, 257 un T eat se on elect Ij ind ma iiet sm d e L n ea ek o en t ans 
latoris he d e Flachenveklo ea otator sehe 1 ekto en "\ o „t sa^t (kompend la 
d. tlieoret Phvs k poH e nnl as a e Yektoren Harn ton ma ht be hanit 
keinen Untersch e 1 zw seilen ien 1 e den Crößeca tec raßmann hat für len 
Fläcbpn ekto nur 1 e Beze ehnung Pa allelogramm d e se n Sohn (Sehran en 
bewegimgu Nul sjstem HaUel899 du idasku ze irignante"V\o t Blat e setzt 

2 Unabhäng g on U ailiaann hat de Samt Venant das a iBe e P o 1 iLt 
zweier Vektoren gefunden und als geometr sohes Prod kt beze ebnet [Comptes 
rendu «1 184,0 fO] E nte sehe iet 3 hart zw sehen d es m P od kt al 
einer FU h n^ oße nd d n VeLt en als L n eng fß n in hn knüpf e C h 
mitsenerT eo e e s hen S hl el an [ on e enl a G 1 63 7 
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Quatei'iiionen. 21 

die positive «/-Achse nach vorn, die positive s- Achse nach oben^), 
so erfolgt für einen Beobachter, der sich aufrecht in den Sinn des 
Linienvektors stellt, der Umlauf der Flache des Flächenvektors ent- 
gegen dem Sinne des Uhrzeigers. Diese Zuordnung von Richtungs- 
sinn und Umlaufasinn bedeutet eine bloße Konvention, die sich in 
ihr Gegenteil verkehrt, wenn man statt des Liuienvektois und Flächen- 
vektors ihre Spiegelbildei- für irgendeine Ebene betiachtet 

Diese Ersetzung des Flächenvektoi s durch einen LmienveMor 
auf Grund zweier konventioneller Festlegungen, die eiste über das 
Verhältnis von Linienmaß und Flächenmaß, die zweite über das Ver- 
hältnis von Richtungssinn und Drehsinn, hegt auch den Quaternionen 
Hamiltons zugrunde. Setzen wir in dem allgemeinen geometrischen 
Produkte zunächst D = — 1 und weiter i = i, j=ji f = k^), so wird 
es, wenn wir zm- Unterecheidung dieses Produktes den Punkt zwischen 
den Faktoren a und b auslassen: 

(25a)ab=-(s^'-fll^'4-iä') + (^ä'-J9')Ha):'-Eä')j + (?tt'-«E')k, 
also ein Ausdruck von folgender Form: 

(25) q = K+Li + Mi + Nk, 

und einen solchen Ausdruck bezeichnet Hamilton wegen der Vierzahl 
der Terme als eine Quaternion. Die beiden Teile dieser Quaternionen, 
die dem inneren und äußeren Produkte Graßmanns entsprechen, 
scheidet auch Hamilton, indem er den ersten Teil K, der eine reine 
Zahl bedeutet, den skalarenTeil Sq, den zweiten Teilüi +-3^^ +iVlL, 
der einen Vektor darstellt, den vektoriellen Teil Vg der Quater- 
nion q nennt. 

Der Hamiitonsche Ansatz hat den Vorteil, daß er sofort die 
Ausdehnung der Produktbildung auf beliebig viele Faktoren gestattet.^) 
Es gelten nämlich jetzt nach (13) und (24), wenn — — 1, die 
folgenden Regeln für die Multiplikation der Einheiten: 

(26) I ii=jj = kk = -l, 

^ ' l3k = -kj=i, ki = -ik=j, ij = -ji = k. 

Aus ihnen folgt sofort, daß, da die Geltung des distributiven Gesetzes 
immer vorausgesetzt wird, . durch Aus multiplizieren der formalen 
Summen, die sie darstellen, das Produkt zweier Quaternionen: 

_____^ 33 = ^a 4- ia i + M^j -f ]Sf, k 

1) Daiaus folgt daß, wenn man von Jer positiven ^-Achae zur positiven 
y-Achse, von dipaer zui positiven «-Äclise und darauf wieder zur positiven 
«-Achse ubcrj(eht wie die Pfeile der Figur 5 es angeben, man das Gebiet, in dem 
alle Koordinaten werte positiv sind, zur Linken Lat. 

2) Vgl W K Clifford American Journ. of Math. 1 (1878) S. 350, Papera S 366. 

3) Vom lein aiithmetiachen Standpunkte ans hat auerst H. Hankel die 
Quaternionen behandelt in seinerTheoiie der kampieren Zahlensysteme, Leipzig 1867. 
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22 Zweites Kapitel. Vektoi'pi'oduktc 

wieder eine Quateruion q wird, uäralich die folgende: 

^ > + (-^1-3^3 +M^Ii^ + N^ ig - ij N^)i, 

+ (K^ N^ + N, E^ + L^M^- M^ L^) k. 

Man kann durch direkte Ausrechnung leicht nachweisen, daß auf 
Grund dieser Rechenregehi für drei Quaternionen q^, q.^, gg das 



(28) (Si Sj.) (^3 = 9i (li üd = Qi (3a ?ä) 

erfüllt ist. 
Ist: 

ab = 5 = 5*2 + Vq, 
so wird [vgl. (Ta) und {7b)]: 

ha = (( = Sq — Vq. 
Die so defiaierte Quatemiou g heißt die konjugierte zu 5. Ist 
5 = 7t:+ ii +-MJ + .?^lc, so wird: 

ä = Ä"-Zi-ilfj- iVk. 

Im Gegensatze zu den Quatemionen lassen sich die Graßmannsehen 
Multiplikationsarten nicht ohne weiteres beliebig fortsetzen. So ist 
das innere Produkt immer auf zwei Faktoren beschränkt, weil es 
eine reine Zahl ergibt, deren weitere Multiplikation man nicht mehr 
als innere Produktbildung bezeichnen kann. Dagegen kann man das 
äußere Produkt auf drei Vektoren erweitern, indem man die un- 
beschränkte Geltung des assoziativen Gesetzes, das sich jetzt in der 
Form schreibt: 

[[ab]c] = [a[l)c]] = [ahe], 
annimmt. Da die Einheitsvektoren bei der äußeren Multiplikation 
den Rechenregeln: 

[ii]-o, [j,i] = 0, [kk]-0 
Ük]--[k,i]-i, |ki]--[ik]-i, Li.il--[.ii]-I 
unterworfen sind, ergibt sich: 

[li] = |Tjk]i] _ fj [ki]] — [j [i k]] - ~ [Ij i] kj _ [[i.j] k]-Lijk], 

ferner: 

fiJl - [Li m\ - - 1* j].i] -- [k [.i,ii] - 0- 

Ebenso wird: 

[lk]-0, [ij]-[ijk], [ji]-0, [ik]_Ou™, 

Wenn man alBO das ä ußere Pro duk t ei nes FlächenTektors : 

(p - FA + F,\ + F,l 



(29) 
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Äußeres Produkt dreier Vektoren. 



lind 01UC5 Linionreklors: 






c = i" i -i- t)" j + j" k 
biMeb, BO wird dmsolbe; 






(30) [(f c] - (-F, s" + F, l)" + -F. ä") P. 






wenn wir [ijk]=ß macbeu. Setzt man hierin: 






^ = [ab] 
und entsprechend für F^, F^, F, die Werte (9) 
der Faktor Ton [i j k] auf der reclitea Seite 
schreiben und wir erhalten: 


als 


so läßt sich 
Determinante 



(31) 



[al)c]= s' 1/ h' !ii. 



Die Deteiiniuante hat hierin eine einfache geometrische Bedeutung, 
sie gibt nämlich, dem absoluten Werte nach 
genommen, das Volumen des Parallel- 
epipedons an, welches die drei Vektoren a, 
h, c als drei Kanten bestimmen. Um auch 
das Vorzeichen festzulegen, das sich bei 
Vertauschung zweier der Vektoren a, 1), 
C umkehrt, beachte man, daß, wenn a = i, 
b = j, c = k gewählt wird, die Deter- 
minante = + 1 werden muß. Daraus ist 
zu sehen, daß die Determinante allgemein 
einen positiven Wert annimmt, wenn die 
Vektoren, in der richtigen Reihenfolge ge- 
nommen, wie die Koordinatenachsen ein 
ErechtsBchraubeosystem bilden, d. h. stellt 
man sich nach der Seite des Vektors c 
aufrecht auf die Ebene der Vektoren a 
und b, so muß die Drehung vom ersteren 
nach dem letzteren hin entgegen dem Sinne des Uhr/eigera er- 
folgen. Hat sie den entgegengesetzten Sinn, so wird die Determinante 
negativ. 

Das Produkt der drei Vektoren verschwindet dann und nur dann, 
wenn zwei der Vektoren einander oder die drei Vektoren einer Ebene 
parallel sind, denn dann fällt das von ihnen bestimmte Parallelepipedon 
in eine Ebene zusammen. Aus der Gleichung: 

I i- »J ä I 

\i' i ä' = 

: f l," f ! 
folgt aber, daß drei Relationen von der Form: 
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24 Zweites Kapitel. Vektorprodukte. 

(32) hf^l).) + X'\)', 

zuaammen bestellen, die sicli in der einen Vektorgleiclinng: 

(33) c = ;t a 4- 1' b 

ausdrucken lassen, und in diesem Form ist sonach jeder Vektor dar- 
stellbar, der mit a und 1) derselben Ebene parallel ist. 

Aus dieser Gleichung folgt weiter, daß sich ein beliebiger 
Vektor d durch drei gegebene, nicht einer Ebene parallele Vek- 
toren a, h, C linear ausdrücken läßt in der Form: 

(34) d = ;. a + X' b + A" c. 

Haben die Vektoren a, b, C die Länge Eins, so heißen ?., )!, X'' 
die Komponenten des Vektors d nach den durch die Einheits- 
vektoren a, b, c bezeichneten Richtungen. Um die Gleichung (34) 
za beweisen, denken wir uns die Vektoren von einem Punkte aus- 
gehend und setzen voraus, daß die Verbindungsebene von a und b 
der Verbindungsebene von e und d nicht parallel ist (wäre sie das, 
so würden wir b und c vertauschen). Dann können wir einen Vektor e 
nehmen, der beiden Ebenen zugleich angehört. 

Nach der Formel (33) muß dieser Vektor von der Form; 
e = (t a + ft' b 
und weiter nach derselben Formel: 

d = An c 4- 1" V, 
sein. Aus diesen beiden Gleichungen folgt aber, indem mau l^ii ^ X, 
io(t'=A' setzt, in der Tat die zu beweisende Gleichung (34). Aus 
derselben läßt sich leicht folgern, daß das äußere Produkt von 
vier Vektoren a, b, c, d immer verschwindet. Denn dalT notwendig 
von der Form (34)~ist7~ao~wifai"'~ 

[a b e dj — [a b c (A a + A' b + i" e)] 

= i [abca] + ü' [abcb] + A"[abcc]. 
Die drei hier auftretenden äußeren Produkte verschwinden aber einzeln, 
da jedes von ihnen zwei gleiche Faktoren enthält. Es wird z. B. : 

[abca] = j"[abc]a] = [[beal aj = jb [caal] =0, 
da [c a a] = [c [a a] | = wird. 

Bei allen Multiplikationsarten, mit denen wir es zu tun haben, 
gut die Rege), daß das Produkt verschwindet, wenn ein Faktor ver- 
sehwindet. Während aber ein gewöhnliches Zahlenprodukt nur dann 
verschwindet, wenn wenigstens einer seiner Faktoren gleich Null Ist, 
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köaiien unsere geometrischen Produkte auch verschwinden, ohne daß 
eine der multiplizierten Größen verschwindet. Das Nullsetzen eines 
geometrischen Produktes drückt daher eine bestimmte Lagenbeziehung 
zwischen der in dem Produktausdrucke vereinigten geometrischen 
Gebilden ans, von der die durch das Verschwinden eines Faktors in 
dem Produkte gegebene Beziehung nur einen besonderen Fall bildet. 



Drittes Kapitel. 
Vektorguotieateii. 

Der Quotient i) zweier Zahlen a xmd b ist dadurch definiert, daß 
die eine der Zahlen a mit ihm multipliziert die andere b ergeben soll, 
er wird also durch die Gleichung: 

festgelegt. Stellen wir die analoge Defiuitionsgleiuhimg für den 
Quotienten ij zweier Vektoren a, b auf: 

(1) ]} = t\R, 

so ist die Multiplikation mit tf auf der rechten Seite allgemeiner 
zu deuten als eine Operation, die mit dem Vektor a ausgeführt 
diesen in den Vektor b überführt. Wir bezeichnen deshalb das 
Symbol q als einen Operator. 

Auch für die symbolische Multiplikation mit einem solchen 
Operator soll das distributive Gesetz gelten, es muß also: 

(2) q(a-i-a,' + -- ■) = t' + V^-■■- 
werde^, wenn 

i)a = li, qii' = h' . . . 

ist. Hieraus folgt weiter, daß für jede ganze Zahl »r. 

(3) n (m a) = m ■ if a 

wird, wie man sofort sieht, wenn man die Glieder der Summe alle 
einander gleichsetzt. Es ergibt sich dann auch, daß: 

(^) 1 (w ^) ^ i' '' ^ 

ist, wenn m' wieder eine ganze Zahl bedeutet. Denn multipliziert 
man beide Seiten dieser Gleichung mit m', so entsteht rechts q a, 
links aber erhalten wir nach der vorigen Gleichung (3): 



lU''^) '='''(■'"''«''"■) ^1'''' 
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womit die Gleichung (4) bewiesen ist. Indem wir aus der allgemeinen 
Regel, daß ein Produkt ver ach windet, wenn ein Faktor ist, folgern, 
daß, wenn in der Deflnitionsgleichung a verschwindet, auch b ver- 
schwindet, läßt sieh leicht beweisen, daß: 

(5) ,(-iO--fl« 

ist. Denn addiert man an beiden Seiten der Gleichung t\'A, so wird 
die rechte Seite =0, die linke aber auch, weil (|a+n(— a)== 
il(a — a)^i|0 = wird. Indem wir nun die Gleichungen (3), (4), 
(5) zusammenfassen, können wir sagen, daß: 

(6) 1] (;. a) = 1 ■ [| a 

wird, welches auch die Zahl X sei, und vereinigen wir diese Gleichung 
mit (2), so ergibt sich, daß auch: 

(7) ii(ila4-'l'a') = Ah + A'V 

wird, wenn wie vorhin ija = I», i(a' = V vorausgesetzt wird. 

Aus dieser Gleichung folgt aber gemäß der Gleichung (33) des 
vorigen Kapitels, daß durch den Operator ij Vektoren, die einer 
Ebene parallel sind, immer in Vektoren übergeführt werden, die 
wieder einer Ebene parallel sind, oder, wenn wir die Vektoren alle 
von einem Punkte ausgehen lassen, daß Vektoren, die einer Ebene 
angehören, immer Vektoren entsprechen, die wieder einer Ebene an- 
gehören. 

Legen wir den gemeinsamen Angriffspunkt der Vektoren in den 
Koordinatenursprung, so können wir die Vektoren a und b in der 
Definitionsgleichnng (1) durch die Koordinaten ihrer Endpunkte aus- 
drücken wie folgt: 

a - X i + )/ j + s k, 
h^sfi + y'i -f ä'k. 

Die allgemeine Deutung der Definitionsgleichnng besagt dann, daß 
X, tf, s eindeutige Funktionen von x', ij, s' werden. Wir fragen, welcher 
Art diese Funktionen sind. 

Die Antwort finden wir sofort, wenn wir von der aus (7) un- 
mittelbar folgenden Gleichung: 

(8) q (A a -f i' a' + ;." a") = A h + i' b' + 1" b" 

ausgehen, wobei außer qa =^ b,,iia'= b' auch [|a"=b" vorausgesetzt 
ist. Nehmen wir insbesondere: 

a = i, a' = j, a"= k 

und setzen entsprechend X = x' , l'=y', J." = s', so ergibt sich: 

(9) II a = i| (a- H- )/ j -I- s k) = a: Cj -)- »/ Cä + 2 %■ 
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Line! 


xre Vektortransformatiün. 


Hierin sind: 


i\=\ 


)i, f.-lj, »s-ilk 


die den Biniieitsvektoren i, j, k entsprechenden 
dem Operator ij gegeben und als Konstanten an: 
nuQ setzen: 

a^^ «11 i + «n.i + "biI^) 
{9a) ea=%i + flsäj + ß3sk, 



dann folgt aus (9), da ja: 

sein soll, indem wir die Koeffizienten von i, j, k auf der linken und 
rechten Seite der Gleichung (9) einzeln einander gleichsetzen: 

!x' — «jt a: + fflja y + «13 0, 
s' = «31 a; + «53 y + »33 ^■ 
Es sind also x', y', s' lineare Funktionen von x, y, z, und der Vektoi- 
quotient q bedeutet eine lineare Vektortransformatioi i.^) 

Setzen wir H =- 1 , so muß nach der allgemeinen Bedeutung der 
Einheit die Grandgleichnng (1) ergeben: 

b = a, 
bei dieser durch ij = 1 gegebenen Transformation bleiben also alle Vek- 
toren ungeändert. Wir wollen dieselbe als die Identität bezeichnen, 
es ist somit 1 das Symbol für die Identität. 

Der transformierte Vektor b kann einer neuen Transformation i)' 
unterworfen werden. Ergibt sich hierbei: 

SO folgt durch Einsetzung des Weites von ii aus (1): 

c = q' q a, 
und setzen wir, da c aus a wieder durch eine lineare Transformation 
hervorgeht: 

so wird 

(11) f-q'q 

zu setzen sein. Die aus zwei nacheinander ausgeführten Trans- 
formationen q, q' resultierende Transformation q" wird also symbolisch 
durch ihr Produkt ausgedrückt. 

1) Die Vektjiiiuotieiiten erscheinen ac ■sie ein ippaiellei Fall der bioßen 
arten, die in Sylvester" universellei Algetia lire Behandlung „etunden halten 
Vgl. J. .T. Sjlveste! I eauies od nnivprsal alfcehia AmPu an Jcum of Math C 
(1884) S. 270 und II Iibpi i>n tl p TieoiT uf MitriL«, ih 21 risqo -5 liT 



y Google 



28 Drittes Kapitel, Vektor quo tienten. 

Ist die Traüsforra!tti<ni n' durch die Ti-ansformationsgieichimgen 
gegeben: 

s" = fflg/ x' + «ga' »/ 4- «ag' ä', 

so findet man sofort, indem mau die Werte für x', y', s' aus (10) 
einsetzt, daß die Koeffizienten m den 1 es ultiei enden Tiansformations 
gleictningeii, die die Transfoimatiun q" daistellen, die folgenden «md 

"11" = '^ii' '^ii + C'u ''ai + ''la' "an ^a ' = ''11' ^13 + «is' 0^3 + «la' "asi 

a^" = (Ig/ (Tjj + fljj' dj^ + Ogg' «3^, «32" — "^j/ "l" + ""'S'' '^a + ''5 ' (^ ) 

dg/' = %/ «ig + «,3' «g, + (f 3' Ogj 

«B»" = «3/ «13 + O3« «33 + "33' 'O3 
Insbesondere tonn aus dei Aufeinanderfolge zweier Tiansfoima 
tiouen die Identität resultieren dann heißt die eine Yon ihnen, die 
wir mit if bezeichnen, die ri^/i^ioke lei nnleieu i\ Die m di^'^em 
Falle bestehende Gleichung: 

(12) iin-l 

wird, mit Hinzuziehung eines beliebigen Vektors a geschrieben: 

(i2a) iiqa = a. 

Multiplizieren wir diese letzere O-Ielchung mit i), so ergibt sie, in- 
dem wir qa^l) setzen: 

(13a) qiil. = l), 

d. h. es wird auch: 

(13) iI.j-1. 
Multiplizieren wir über die Gleichung: 

i|a = b 
mit ij, so ergibt sich wegen (12a): 

a = ^1). 
Es bedeutet also i) die Umkehrung der Transformation q. Die ana- 
lytische Darstellung dieser Umkehrung finden wir, indem wir die 
Gleichungen (10) nach x, y, s auflösen. Es ergibt sich hierbei, indem 
wir mit A die Determinante der Koeffizienten in diesen Gleichungen 
bezeichnen: 

1^'a;=(«j3a33— «g2(X^gla)'-|-(öä2((i3 — t(iaös5)y-f («i9«33 — «aa^is).?', 
^■;/=(%«ai-«33«2L)^-S*{%aan-'''is«3i)y'+(«i3%-«a3%)«'> 
^•5 = («aias2-aaia3a)3/4(ff3iais-«u%}y+(«ii«aa-«2i«i2)^'- 
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Diese Gleichungen wollen wir kürzer schTeiben: 
izlic = ^11 x' + ^1 y' + Ä^^^ z\ 

(15) !^j; = ^12*'+ ^ss«/' + ^i^^i 
( ^ V = J.13 j.' + ^B !/' + As ^■ 

Wir TFülleii nun uutersnchen, wie durch die lineare Vektor- 
trauaformation i| die Fldchenvektoren tvansfonniert werden. Geht 
ein solcher Flach envek toi <p durch die äußere Multiplikation aus 
zwei Linien Vektoren Sj und a^ hervor, so entsteht der trana formierte 
Flächenvektordureh Multiplikation der transformierten Linienvektoren bi, 
bj. Unterscheiden wir die Koordinaten der Endpunkte dieser Vektoren 
durch augehängte Indices 1, 2 und denken uns diese Indices auch in 
die Gleichungen (10) eingefiilirt, so folgt aus diesen Gleichungen: 

vi ^a' - «/ yi = («31 ^1 + «JE »A + %3 ^i) («31 ^3 + «33 3/a + »33 «s) 

- («31 ^1 + «SSt Vi + «88 ^l) («21 ^2 + «25 J/a + «SB ^s) 

= («23 »SB - «3s «ss"l {Vt H - h Vi) 

+ («33 «31 — «33 '*El) (^1^ — ^1 ^b) 

+ («21 «as — «81 «aa) (^i J/a " l/i ^2)? 
mit noch Kwei entsprechenden Gleichungen. Führen wir nun die 
Komponenten -Fi = i/i^g— 2i*/sj F,j= s^cc^ — x^s^i F^= x^y.^ — y^x.^ 
des Flächenvektors <p (vgl. Gl. (9} des vor. Kap.) and die Komponenten: 

FJ = p,' sl - s^ y^, FJ = s^' x^' - xl bI, FJ = x^ y^ - yl xj 

des transformierten Fläehenvektors <f>' ein, so ergibt sich mit Rück- 
sicht auf die Bedeutung der durch die Gleichungen (15) eingeführten 
Koeffizienten A,y: 

I I'V = ^11 F^ +Äi„Fy+ Äjs F„ 

(1 6) F; = A,, F. + Ä^, F, + Ä.^ F„ 
\ FJ = A^, F^ + ^33 F,j + A^^ F,. 

Die Flächen Vektoren erfahren also ebenfalls eine lineare Transformation. 
Die Bedeutung der Determinante z/ geht aus den Gleichungen (9a) 
hervor. Bilden wir nämlich das äußere Produkt der drei Vektoren e,, 
e^, Cj, so ergibt sich: 

(17) Leie.es]-^[ijkj 

Nehmen wir nun drei beliebige Vektoren a^, a^, a^ samt den zu- 
gehörigen transformierten Vektoren bj, 63,1)5, indem wir setzen (vgl. (9)): 

(aj = a:ii + i/ij -H «ik, hj^=x^ei + y^% + z^%, 

(18) iiä = 331 + y^i + ^3 k, \=x^f>^-\- y, e^ + Sg «3, 

(33= .Tgi + ?/3J 4- %ll-, b3= %«!+ y^% + «3 63, 

und bilden die äußeren Produkte dieser beiden Vektoren, so wird 
zunächst: 
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(19) 
indem v 



Drittes Kapite] . Vekturquotienten, 

[.•..a,i.,]=F[ijk], 



F == I «ä i/s % 

I ^ »/ä «3 I 

annehmen. Weiter aber wird: 

Denn bei dem Aus mnltipli zieren der Summen, die lij, \, h., dar 
stellen, wird, da jedes äußere Produkt bei Vertauseliung zweier neben 
einander stehender Faktoren sein Zeichen ändert: 

[e, 63 Cg] = — [e^ 63 Og] = [% Cj Cä] = — [Cj e^ CiJ = [e^ e^ e, J = — [e^ «i e^ 

und alle anderen e- Produkte =0, da sie zwei gleiche Faktoren ent- 
halten müssen. Der Faktor von [Cj e^ e^] wird aber so die vorher 
eingeführte Determinante z/. Hält man nun die Gleichungen (19" 
und (19a) mit (17) zusammen, so zdg^ sich, daß: 



(20) 



[bi bä bä] = 4 f*^! % " 



wird. Diese Gleichung läßt erkennen, daß das Volumen des Parallel- 
epipedons und damit auch des Tetraeders, das drei Vektoren als drei 
Kanten bestimmen, durch die Transfonnation im Verhältnisse z?:l 
vergrößert wird. Siebt man die Transformation als eine Transformation 
der Bndpunkte der Vektoren, also des Punktraumes an, so läßt sich 
daraus unmittelbar ableiten, daß ein beliebiger allseitig begrenzter 
Teil des Raumes in einen solchen Raumteil übergeht, dessen Volumen 
zu dem des erstereu in dem konstanten Verhältnisse z/ : 1 steht. 
Man kann nämlich die Be grenz ungs fläche des Raumteilee sich mit 
einem Netze sehr kleiner Dreiecke überzogen denken und diese Dreiecke 
als die Gfrundflächen von Tetraedern ansehen, deren Spitze immer im 
Koordiuatenursprunge liegt. Das Volumen, das von der Fläche ein- 
geschlossen wird, läßt sieh dann erhalten, indem man die Volumina 
eines bestimmten Teiles der Elementar -Tetraeder addiert und den Rest 
davon subtrahiert. Zu addieren sind alle Tetraeder, bei denen die 
nach dem Äußeren der geschlossenen Fläche gerichtete Normale auf 
der Tetraeder -Grundfläche mit den durch den Koordinatenursprung 
gehenden Tetiaederkanten einen stumpfen Winkel bildet, und zu 
subtrahieren die Tetraeder, für die dieser Winkel spitz wird. Da 
nun alle einzelnen Tetraedervolumina sich bei der Transformation im 
Verhältnisse ^:1 vergrößern, gilt das gleiche auch von ihrem 
Aggregate, dem Volumen der allgemeinen Raumfigur. 

Aus dem Ansätze (18) ergibt sich sofort, vorausgesetzt, daß die 
drei Vektoren a^, a^, a^ nicht einer Ebene angehören, daß also 
nicht F= ist, zu dem Vektor: 
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;.; a^ + Aj a^ + X.^ Jis 
als eiitspreclieüder Vektor: 

und daraus ist zu sehen, daß die Transformatioa bestimmt ist, sowie 
zu drei nicht einer Ebene angehörenden Vektoren die entsprechenden 
Vektoren bekannt sind. 

Wir fragen nun: Kommt es vor und wie oft, daß der trans- 
formierte Vektor der Richtung nach mit dem ursprünglichen Vektor 
zusammenfällt? In diesem Falle muß, wenn wieder a=s;i + ^j + .sk 
und 1) = a:' i 4- */'j 4- s' k die beiden Vektoren sind, 

(21) x'^'lx, y'=ly, rJ^Xs 

sein. Setzen wir diese Werte in die Gtleichungen (10) ein, so 
werden sie: 

(22) Ui^ + («ä?- ^) !/ + %a = 0, 
\a^^x + (%2 j/. + («gg — X) .s = 0, 

und hieraus ergibt sich durch ':alliminatioii tou x, y, a für 1 die 
Gleichung dritten Grades: 



(23) (%i 



= 0, 



die wir schreiben wollen: 

(23a) l^-FX}+Gl~H^O. 

Den drei Wurzeln l^, X^, X^ dieser Gleichung entsprechen drei Vektoren, 
deren Richtung durch die Transformation nicht geändert wird, und 
J.J, X^, X^ sind dann die Werte des Verhältnisses, in dem ihre Längen 
vergrößert werden.^) Die Richtungen dieser Vektoren wollen wir als 
die Hauptachsen der Transformation benennen, und drei Vektoren 
von der Länge Eins, die in sie fallen, mit Ij, \, \ bezeichnen. Ist 
nun ein beliebiger Vektor a in der Form gegeben: 

(24) .I = i-ili+&l2 + i-3l3, 

so wird [vgl. (8)] der transformierte Vektor: 

(24a) ^i-KlA-^hlA+hh\- 

I) Negatives Voraeiclien bedeutet bieibei Umkehrung des Sinnes Eine 
beatimmte Lmiemiditmig mit einem beigesebiiebenen positiven odei negativen 
Länge nveihaltnis bezeichnet W Voigt als Tensoi und beliandelt diese Tensoren 
als den Vektoien kourdmierte Gtiößen, deren abweichender Chaiaiter bei einei 
Koordinatentranüfoimation deutlich zutage tritt Die von uns behandelten Vektoi- 
quotienten werden dann durch Voigts Tensortnpel gegeben (W Voigt, Die 
fundamentalen Bigenichaften dei Kivitalle, Leip7ig \&^1^, und (inttingei Naeh 
lichten 1000, "^ 117, I90i, S 43n) 
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Dies können wir als die einfachste Darstellang der Transformation 
ansehen. Dieselbe ist aber nur dann reell nnd in endlicher Form 
ausführbar, wenn die Wurzeln der Gleichung i3ritten Grades reell 
und voneinander verschieden sind. 

Es kann eine Transformation auch nnendlich viele Hauptachsen 
haben, wie an dem folgenden einfachen Beispiel zu sehen ist: 



Hier ist anßer der ^-Ächse jeder Strahl durch den Koordinatenursprung, 
der in der a^y-Ebene liegt, als Hauptachse anzusehen. Eine solche 
Transformation soll eine planare beißen. Bei der Transformation: 

ä^ = CX; ^ — cy, 2' == cü 
ist jeder Strahl durch den Koordinatenursprung eine Hauptachse. 
Eine solche Transformati " ' " ' ■" ~ 

eine planare Transformati 
alle drei Wurzeln der Glei 



tion soll eine radial e genannt werden. Für 
ition fallen zwei Wurzeln und für eine radiale 
eiehung (23) zusammen. Aber das Umgekehrte 
gilt keineswegs. So fallen für die Transformation: 

3^ = ex, y' = x + cy, s' =y -{■ cz 
alle Wurzeln der Hauptachsengleichung in die eine A == c zusammen. 
Die Transformation besitzt aber nur eine oder vielmehr drei zusammen- 
fallende Hauptachsen, die durch die a-Achse gegeben werden. 

Wir suchen die Bedingungen dafür, daß zwei lineare Vektor- 
ti'ansformationen oder Vektor quo tienten <\, n' vertauschbar sind. Es 
muß dann die Gleichung bestehen: 

(25) q<l' = <l'n, 

d. h. für einen beliebigen Vektor a: 

<l(il'a) = il'(iia) 

oder, wenn q a = b, i)' iL = I)' gesetzt wird: 

q b' = q' b 
sein. Nehn^en wir nun den Vektor a in einer Hauptachse von i| an, 
so wird 1» = i ■ a, also q' b = i ■ n' ii = A ■ ii', und somit verwandelt sich 
die vorstehende Gleichung in: 

ij b' = A ■ b', 
d. h. auch der Vektor b' fällt in eine Hauptachse von q, und zwar 
gehört diese Hauptachse zu demselben Werte J. wie die erst an- 
genommene, sie muß also mit der letzteren identisch sein, wenn die 
Hauptachsengleichung (23) drei voneinander verschiedene Wurzeln hat, 
und ist dann auch eine Hauptachse von q', da der Vektor a durch <\' 
in den der Richtung nach mit ihm zusammenfallenden Vektor b' über- 
geht. Transformationen, welche drei voneinander verschiedene Haupt- 
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achsen besitzen, kÖanea also um- daun vertauschbar sein, wenn sie 
die Hauptachsen gemein haben. 

Man kann, wie man die Aufeinanderfolge zweier Transformationen 
als die Multiplikation der zugehörigen Vektorquotienten t\, (\' anzusehen 
hat, auch für die lineare Kombination: 

')" = «1 + k'i' 
zweier Vektor quotienten eine naheliegende Definition geben. Sind 
nämlich agg (für p, e = 1, 2, 3) die Koeffizienten in den zu q ge- 
hörigen Transform ationsgleichungen, a'ga ebenso die Koeffizienten für 
q', so sollen die Koeffizienten für i)": 

sein. So ergeben sich insbesondere für die Summe (|a = (| + n' der 
beiden Vektorquofcienten i), q' die Koeffizienten a,(„+ a'^^. Üann ist 
aber für irgendeinen Vektor a: 

q,a= qa + q'a, 
und diese Gleichung bedeutet, daß der Vektor, in den ein beliebiger 
Vektor a durch q. Übergeht, die Summe der Vektoren ist, in die a 
durch q und t\' übergeht. Auf diese Weise wird die Bildung der Summe 
zweier Vektorquotienten auf die Addition von Vektoren zurückgeführt. 

Fügt maa noch die Regel hinzu, daß man, statt einen. Vektor- 
quotienten durch einen anderen au dividieren, mit dem reziproken 
Vektorquotienten des letzteren multiplizieren muß, so sieht man, wie 
man mit Vekfcorquotienten rechnen kann wie mit Zahlen. 

Wir wollen nun nachweisen, daß jeder Vektorquotient einer aym- 
bohachen Gleichung dritten Grades genügt. Diese Gleichung ist von 
Hamilton aufgestellt worden, der die Vektor quotienten als „lineare 
Vektorfunktionen" behandelt.*) 

Die Gleichungen {9 a) können wir nämlich mit Rücksicht auf die 
ihnen unmittelbar yoraufg eh enden Gleichungen schreiben: 
I qi = aiii + %j +asi% 
(26) qj = aiai + %j+»sak, 

Eliminieren wir hieraus i, j, k, als ob es Zahlen wären, so ergibt sieh 

{■•1} «1 öf — q ff) =0 



1) riement'i et Quateinions h III Chat II bect. 6. Ygl. aucli Tait, An 
elementaiy tieatise on Quaternions Chip V und Gibbs, Vector Analysis, Chap. V, 
Eine eiRenartige Theone welche an die doppeltquadratiachen Bin&rformen an- 
knüpft hat E Waelsch gegeben Peiictte d Wiener Akad. Abt. IIa, Bd. 113, 
S lOf-l m z ammenfi^^endPi Daiatellun^ Monitslipfte für Matb. 17 (1906} S. 241. 
■liBisrl nt Ceo elrcdprSuf* 3 
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oder mit ßüclssiclit darauf, daß die Gleichung (23) mit der Glei- 
cliTing ^23a) identisch angenommen wurde; 

(28) qs- J-q^^ Gq-S=0- 

Hierbei ist Z? die Determinante z/ (S. 28), die wir 4=0 voraussetzen. 

Die allgemeinen Vektorquotienten, von denen bis jetzt die Rede 
war, sind analog den analytischen Vektorprodukten. Wir wollen sie 
deshalb als a nalytische Yek torq_not ient en bezeichnen. Sie sind 
wieder nicht durch zwei Vektoren bestimmt, sondern, wie wir gesehen 
haben, erst durch drei Paare entsprechender Vektoren, 

Wir wollen nun nach solchen besonderen Vektorquotienten forschen, 
die durch ein Paar einander zugeordneter Vektoren völlig bestimmt sind. 
Wir nennen diese Quotienten analog der bei den Vektorprodukten 
angewendeten Bezeichnung geo metrisch e Vektorquotienten. 

Um sie zu finden, gehen wir folgenden Weg.^) Wir stellen sie 
zunächst für zwei besondere Fälle auf, um sie daraus für den allgemeinen 
Fall abzuleiten. Der eine dieser besonderen Fälle ist der, wo die 
einander zugeordneten Vektoren dieselbe Eichtung, aber verschiedene 
Größe haben, der zweite Fall der, wo sie gleiche Größe, aber diver- 
gierende Richtungen haben, wobei wir wie oben die Vektoren in 
von einem festen Punkte, dem Koordinatenursprung, ausgehen la 

Im ersten Falle können wir eine lineare Transformation, welche 
den ersten der beiden gegebenen Vektoren in den zweiten überführl 
und durch die beiden Vektoren allein bestimmt ist, sofort angi ' 
Sie besteht in einer Ahuliehkeitstransformation, hei welcher alle 
Koordinaten im Verhältnis der Liingen beider Vektoren vergrol 
werden. Sind « und b diese Längen, so können wir die Transformation 
durch die Gleichungen: 

(29) ^ = a'^' y = a^J' ^ a^ 
dargestellt denken. 

Im zweiten Falle nehmen wir für die Transformation, welche den 
ersten Vektor a in den zweiten b überführt, die Drehung um ihre gemein- 
same Normale, durch welche der erste VeJjtor in den zweiten übergeht. 

Indem wir die Länge der Vektoren a., b = 1 annehmen, können 
wir diese Drehung mit den Hamiltonschen Quatemionen in Beziehung 
bringen. Zunächst wollen wir zeigen, daß wir die Dreh ung., ej^g^gn 
können^ durch swa .^IbeJmdrfihuilgeiLJini.. den_ ersten Vektor a und 
die Halbierungslinie des Winke ls zwischen den b eiden Vektore n. Daß 
ans diesen beiden halben Umdrehungen eine Eotation um den gemein- 
samen Angriffspunkt der Vektoren resultiert, ist sofort einleuchtend, 
da bei beiden sich der Abstand eines beliebigen Punktes von dem 

1) Man vergleiobe für das Folgende auch Study, DieHauptsäfae clerQuater- 
nionentbeorie, Mittlgn. des naturw. Vereins f. Weu Vorpommern n. Rügen, 1899, 
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festen Punkte nictt ändert. Nehmen wir aher einen Punkt auf 
der gememsamen Normale der beiden Vektoren an, die auch auf der 
Halbierungslinie senkrecht steht, so geht dieser durch die erste halbe 
Umdrehung in sein Spiegelbild bezüglich der Verbindungsebene der 
beiden Vektoren über und gelangt durch die zweite halbe Umdrehung 
in die alte Lage zurück. Diese gemeinsame Normale ist also die 
Achse der resultierenden Rotation. Bei der ersten halben Umdrehung 
bleibt endlich der erste Vektor a, der die Achse dieser Drehung 
bildet, un geändert und geht bei der halben Umdrehung um die 
Halbierungslinie in den zweiten Vektor b über, womit die Behauptung 
vollständig bewiesen ist.'^) 

Wir wollen nun auch auf der Halbierangsiinie einen Vektor von 
der Länge 1 annehmen und mit c bezeichnen. Bedeutet dann p einen 
beliebigen, wieder von ausgehenden Vektor, der die Länge 1 bat, 
und pi den Vektor, in den er durch die halbe Umdrehung um a Über- 
geht, so folgt daraus, daß zwei Paar Vektoren von der Lange 1 
dasselbe Quaternionenprodukt liefern, wenn sie in derselben Ebene 
liegen und gleiche Winkel miteinander bilden, sofort, daß: 

pa = apj 
wird. Da aber der Vektor a die Länge 1 hat, so wird: 

aa = - 1. 
Multiplizieren wir daher die vorige Gleichung mit a, so ergibt sie: 

apa= - p|. 
Führen wir nun die halbe Umdrehung um die Halbierungslinie aus 
und sei p' der Vektor, in den p^ hierbei übergeht, so wird ebenso: 

c Pi e = — p', 
und indem wir die beiden letzten Gleichungen zusammenfassen: 
e a p a c = p'. 

Setzen wir nun das Quaternionprodukt: 

(30) ac = ft 
so wird: 

(30a) ca = 5 

die konjugierte Quaternion, und wir haben: 

(31) ^P3 = P' 

als Darstellung der Rotation, die den Vektor a in den Vektor b 
überführt. 

Bezeichnen wir den Winkel zwischen a und b mit w, also den 
Winkel zwischen a und c mit ^ und nennen die Winkel, welche die 

1) Vgl. H. Wiener, Ber, d. Siiohs. Akad,, Math. K!. 43 (1890) S. 19. 
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1 Normale der Vektoren a, 1» und c mit den Koordinaten- 
L bildet, A, ji, V, so wird die Quatemion: 

(32) Z = — cos-, X = siiiYCOsl, JW = sin^i;os ji, jV = sin | cos v, 
und die konjugierte Quaternion: 

rf = -s:-Li-ij/j ~ivk. 

Wir nehmen ferner: 

p -- a; I + j/j + ^ k 

und führen das Produkt auf der linken Seite von (31) aus. Es 
ergibt sich zunächst; 

äp = (ia^ + lfj/+ A"^) + (/r^ + iVi/ - i¥s) i 
+ (ß"i/ + i5-jVa;)j ■\- {Ks ^ Mx '- Ly)k, 
und wean wir noch diesen Ausdruck mit g multiplizieren, so wird 
zunächst der skalare Teil: 

{Lx + My+N^)K - {Kx + Ny - Ms) L 
-(Ky + Ls --NxJM-iK^ +Mx- Lif)N^O. 
Indem wir den übrigbleibenden vektoriellen Teil der Gleichung (31) 
gemäß dem Vektor: , ,. , ,, , ,, 

^ p' = a;'i + ;/.i 4-a'k 

gleichsetzen, erhalten wir: 

l^ = {K^ + L'-]iP-]^)x + 2{LM+KN)y + 2{LN-KM)0, 

U' = 2(LN+KM)x + 2{MN-KL)y + {K^-L' -M'+N^)s. 
Hierbei sind K, L, M, N durch die Gleichungen (32) bestimmt, aus 
denen die Relation: 

(34) K' + L'-\-JiP + ]^=l 

folgt. ^) Die so gefundenen i^ormehi geben die Transformation der 
Ptinktkoordinaten, welche einer Drehung des wie ein starrer Körper 
beweglich gedachten Raumes um den Koordinate nur Sprung entspricht. 
Es ist leichtj nachdem die Gleichungen (33) einmal gewonnen 
sind, ihre Richtigkeit zu prüfen und so noch einen Beweis a posteriori 
für sie zu erbringen. Erstlieh kann man nämlich nachweisen, daß aus 
den Transformationsgleichungen (33) die identische Beziehung: 

3/3 ,|_ y 3 ^ ^'s =x''+ y^+ s^ 
folgt. Zweitens findet man, daß, wenn man in ihnen: 

. , . , x:y:s = L:M:N 

annmimt, sich: 

1) Die Formel (SS), die mit der von Euler (Tiieoria motus corporam Bolidorum 
eeu rigidoriLm, ed. II., § 1009) in engem Zus&mmenliang stellt, gab samt der auf 
8. 89 folgenden Formel (39) Ol. Bodriguea [Joiiiii. de Math. 6 (1840), S. 380]. 
In Verbindung mit den Quaternionen brachte sie Cayley, Philoa. Magaa. 26 
(1845) S, 141, 28 (1848) S. 196, Collected PapersI, S. 123 und 405. 
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ergibt. Daraus ist bereits zu schließen, daß die Formeln eine Drehung 
um eine durch den Koordinatenursprung gehende Achse darstellen. 
Um endlich nachzuweisen, daß der Rotations winkel in der Tat die 
den Gleichungen (32) entsprechende Größe co hat, beachte man, daß, 
wenn r die Länge des aus einem Punkte P auf die Rotationsachse 
gefällten Lotes ist, der Punkt P', in den der Punkt P übergeht, von 
diesem die Entfernung PP' = 2 r sin -- hat. Wählt man den Punkt P 
iushesondere auf der a^-Achse im Abstände 1 vom Ursprung, so wird 
r = sin X, also: 

pj"s = 4 gjj^ ^2 ^i"! o = 4 (1 — cos X^) sin — 

- 4 (cos ji^ 4- cos v^) sin |^ = 4 (M^ + N^), 
und dieser M'ert für 

TP«- (aJ-i)-+ (y- ,/)•+ (»'-2)' 
geht in der Tat aus (33) hervor, wenn man x ~ 1, y = 0, g = macht. 

Daß jede Drehimg um einen Punkt eine Drehung um eine durch 
den Punkt gehende Achse bedeutet, hat schon Euler durch eine ein- 
fache geometrische Überlegung gezeigt.') Denken wir uns die Drehung 
als die Verschiebung einer Kugel in sich, so ist diese völlig festgelegt, 
wenn man die Punkte P', Q' kennt, in die zwei gegebene Punkte P, Q 
übergehen. Dabei muß der Hauptkreisbogen P' Q' gleich dem 
Bogen PQ werden. Zeichnet mau nun die Hauptkreise, von denen 
der eine die Mittelsenkrechte des Bogens PP\ der andere die des 
Bogens Q Q' bildet, und nennt S, S' ihre Schnittpunkte, so wird: 

SP^SP', SQ^SQ', 
außerdem folgt aus der Kon- 
gruenz der Dreiecke P8Q 
und P'8Q', daß der Winkel 
PS Q gleich dem WinkelP' S Q', 
also auch der Winkel PSP' 
gleich dem Winkel QSQ' ist, 
und gleiches gilt auch für den 
zweiten Schnittpunkt 8'. Die 
ganze Verschiebung der Kugel 
in sich läßt sich mithin durch \ 
eine Drehung um ihren Durch- 
messer SS' herstellen, worin 
der zu beweisende Satz liegt. 

Wenn wir nun die zu 
Anfang unterschiedenen zwei 
besonderen Fälle zu dem a!l- 

1) Theoria iiiotus g 970 seij. 




y Google 



38 Drittea Kapitel. VektorqQotieaten, 

gemeinen Falle vereinigen und entsprechend die durch die Gleiehuugen 
(29) und (33) gegebenen Transformationen zu einer einzigen all- 
gemeineren Transformation verschmelzen, so erhalten die Gleichungen 
derselben wieder genau die Form (33), indem wir nur jetzt all- 
gemeiner setzen: 

\ K = — y - cos ^, L = 1/ - sin "- cos A, 

(35) '^ " ^ ^ 1 ^ 
(7lf= T/- sin"- cos^, iV = [/- sin-|- cosr, 

so dalä an die Stelle von (34) die Gleichung: 
(35a) Z^-|-iä + Jfä+iV^=i 

tritt. Die in diesem Sinne durch (33) dargestellte Transformation 
können wir als eine Drehstreckung bezeichnen, sie besteht in einer 
Drehung um die durch den Koordinatenurspiung gehende und 
durch die Richtungswinkel A, ft, v festgelegte Achse durch den 
Drehungs winke! w und einer gleichzeitigen Vergrößerung aller Ent- 
fernungen im Verhältnisse — Diese Transformation soll den geo- 
metrischen Quotienten — der beiden Vektoren a und b repräsentieren. 

Wir wollen noch die Formein für die Zusammensetzung zweier 
Drehungen um zn einer einzigen Drehung aufstellen. Zu dem 
Zwecke bemerken wir zunächst, daß wir die Vektoren a und c, um 
welche wir die halben Umdrehnngeu ausgeführt haben, ohne die aus 
den letzteren resultierende Drehung zu ändern, mit Beibehaltung des 
Winkels zwischen ihnen beliebig in ihrer Verbindungsebene verschieben 
können. Setzen wir also zwei Drehungen um den Punkt 0, deren 
Achsen r und r* nicht identisch sind, aus je zwei halben Umdrehungen 
zusammen, so können wir von den vier Achsen der letzteren zwei zu- 
sammenfallen lassen, und zwar in die gemeinsame Normale e der iiotations- 
aehsen r und r'. Sind dann a und c die Achsen der beiden übrig- 
bleibenden halben Umdrehungen, so besteht die insgesamt resultierende 
Botation aus zwei halben Umdrehungen um a und c, denn die zwei 
halben Umdrehungen um e setzen sich zu einer vollen Umdrehung, 
bei der jeder Punkt in seine alte Lage zurückkommt, zusammen. 

Sehen wir wieder a, e, C als Vektoren von der Länge 1 an, 
die der Lage nach mit den betreffenden Achsen zusammenfallen, und 
setzen die Quaternionprodukte : 

(36) 16 = 5,, ec = 52, ac = (i, 
woraus: ea ^ ^tj "^ "" ^2? ca = ^, 

so können wir die den Gleichungen (32) entsprechenden Größen, die 
wir für die Teildrehungen mit K^, L^, M^, N^ und K., L,_, M.^, .% 
bezeielmen, aus diesen Quaternionen gewinnen, indem: 
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|'ii = -ffi + Ai + ■3^1] + -^!^; 

(37) \q,^K, + L,i + M,i + N,\i, 
[fj =^K +L i + Mi + Nii 

wird. Führen wir nun wieder einen beliebigen Vektor p ein, nennen 
P' den Vektor, in der er durch die erste Teildrehung übergeht, p" 
den Vektor, in den p' durch die zweite Teildrehung, also p durch die 
resultierende Drehung übergeht, so muß nach dem Vorigen: 

(38) äiPffi^P', &P'ff2 = P"- ^P2 = P" 

werden, und von diesen drei Gleichungen muß die dritte, da q durch 
q^ und q^ bestimmt ist, eine Folge der beiden ersten sein. Setzen 
wir in die zweite Gleichung den Wert für p' aus der ersten ein, so 
wird sie: 

(38 a) ^s2iPffi23=P"- 

Da aber e e = — 1, wird nach- (36): 

(^1 5g = a e e c =- — a c = — (■/, 
und 

^3 i/i = c e e ii = — c a — — q. 

Die Gleiehung, in die so die vorstehende (38 a) übergeht, ist von der 
dritten Gleichung (38) nicht wesentlich verschieden, da das doppelte 
Minuszeichen sieh heraushebt. Mit Rücksicht auf die obigen Ausdrücke 
(37) der vorkommenden Quaternionen ergibt die Formel (27) des 
zweiten Kapitels, wenn man den rechts stehenden Ausdruck mit 
~ K— Li — M} — Nk identifiziert: 

f-K = K^K^ - L, Ls - K^2 - JVi -^2, 
,_, \- L ^ K, L,+ L, K^ + M^ N^- N^ Jf„ 

und diese Gleichungen zeigen, wie sieh aus den bestimmenden Größen 
K^, L^, Jtfj, JV-^ und Äj, ig, M^, N^ zweier Drehungen die bestimmenden 
Größen K, L, M, N der resultierenden Drehung ergeben. 



Viertes Kapitel. 
Produkte von Fiinktgrößen. 

An die Produkte und Quotienten der Vekto]-en reihen sieh natur- 
gemäß die Produkte und Quotienten der Punktgrößen. Für unsere 
Zwecke sind aber nur die Produkte dieser Größen von Bedeutung, 
ihre Quotienten würden uns über unseren Gegenstand hinaus in das 
Gebiet der sogenannten projektiven Geometrie führen. Wir wollen 
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auch nur von den äußeren Produkten der Punktgrößen reden, so daß 
fortan immer die Regel der äußeren Mnltiplikation : 

(1) [«9t] = -[9(SBj, 
aus der insbesondere: 

(2) [9t 9t] = 
folgt, als gültig angesehen wird. 

Wir nehmea nun an, zwei Punktgrößen 91, ^ seien In der T'orm 
[vgl, Gleichung (23) im ersten Kapitel]: 

gegeben und bilden das äußere Produkt von ihnen; dann gelten beim 

Ausmultiplizieren der Klammern nach dem distributiven Gesetz gemäß 

(1) und (2) die Regeln: 

U\ |lOi] = -fiO| = i, [Oj] = -[iO] = i, [()k] = -[UO]=t, 

*■*-' l[,ik]-^-Lbj:i = i- [ki]=^[ik] = j, [ij] =^[Ji] =1 

Die Symbole t, j, t sind hier neu eingeführt, die Symbole i, j, t 

sind schon im zvreitea Kapitel [s. Formel (13)] benutzt worden. Durch 

Ausführung der Multiplikation ergibt sich nun: 

(5) [9t SS] = 7n,m, [(x,-x,)i + {y, -y,)} + {b, - ^,) t 

Wir wollen insbesondere für die PunktgrÖßen M, ©, deren Produkt 
wir bilden, einfache Punkte A, B nehmen, also mj=l und m^= 1 
setzen, und schreiben dann die vorige If'ormel: 

(6) 1 = [A li] = X i + Yj + Z t + L i + IM i + N f, 
indem wir setzen: 

I X = a;^ - 3;i, L = j/i^g - B,y^ = y^Z — z^Y, 

\ Z = 2.-, — i^i, N = .^iJ/a — ;/i% = ^i^— Pi^- 
Zwischen diesen sechs Zahlwerten besteht dann die identische Relation: 

(8) XL4 YM4ZN = 0, 

Die geometrische Bedeutung eines solchen äußeren Produktes 
zweier Punkte können wir leicht auf folgende Art erkennen. Die 
Differenz der beiden Punkte Ä, B ist ein Vektor: 

a = B - A. 
Bilden wir das äußere Produkt dieses Vektors mit dem Punkte Ä, so 
ergibt sich nach den Grundregeln der äußeren Multipliliation: 

(9) [A a] = [A (B - A)] = [A B] - [A A] = [A B] = I. 
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Wenn wir weiter mit /; einen beliebigen Zahlfnktor bezeichnen, so wird: 

P = Ä + fc a 
ein beliebiger Punkt auf der Verbindungslinie der Punkte Ä und B. 
Denn /i;a = /c(B — Ä) ist ein Vektor von beliebiger Länge, welcher 
der Richtung nach mit jener Verbindungslinie zusammenfallt. P aber 
ist ein Punkt, dessen Lage gegen Ä durch den Vektor P — A ^ /.: a 
bestimmt wird, also ein Punkt, der von Ä aus in der Richtung des 
Punktes S liegt, d. h. ein Punkt der Verbindungslinie von Ä und B. 
Bilden wir nun das äußere Produkt von P und a, so ei^ibt sieh: 

(10) [Pa] = [(Ä + ha) a] = [Äa] 4- ^ [aa] = [Aa] = I. 

Wir erhalten also dasselbe äußere Produkt, welches wir aus 
den beiden Punkten A und B gewinnen, auch aus einem beliebigen 
Punkte der Verbindungslinie von A und B und dem Vektor a, welcher 
der Größe und Richtung nach durch die Verbind ungs strecke der 
Punkte A und B dargestellt wird. Die Produktgröße I ist sonach 
völlig bestimmt, wenn die gerade Linie AB und eine Strecke von 
bestimmter Länge und bestimmtem Bichtungssinn, die den Vektor a 
liefert, auf ihr gegeben sind. Die Größe i laßt sich mithin 
deuten als eine Strecke von bestimmter Länge und be- 
stimmtem Sinne auf einer bestimmten geraden Linie, und wir 
wollen sie deshalb als eine L iniengroße bezeichnen.^) Sie ist in der 
Tat der Pnnktgröße analog, denn wie diese einen Punkt behaftet 
mit einem bestimmten Zahlwert, so bedeutet die Liniengröße eine 
Linie, behaftet mit einem bestimmten Zahlwert, nämlich der Länge 
der auf ihr abgetragenen Strecke. Nur kommt bei der Liniengröße 
noch der Sinn dieser Strecke in Betracht, während bei dem Zahlfaktor 
der Punktgröße nur von einem algebraischen Vorzeiolien die Rede 
sein kann. Die sechs Zahlwerte X, Y, Z, L, M, N bezeichnen wir 
als die Koordinaten der Linieugröße. Sie sind nicht voneinander 
unabhängig, sondern 3urch die Relation (8) verknüpft. Sie haben 
einzeln folgende Bedeutung: X, Y, Z sind die Projektionen der auf 
der Linie abgetragenen Strecke auf die Koordinatenachsen, sie sind 
die Komponenten des in der Liniengröße steckenden Vektors a. Die 
Länge R der abgetragenen Strecke wird gegeben durch: 



(11) R^}/X-'+Y' + 7/. 

Ist die Linie der Liniengröße der durch die Gleichung: 
|a; + ij*/ + £s = 6 
dargestellten Ebene parallel, so muß; 

|X + ^Y+gZ = 

1) So hat sie Graßmaiiii in der ersten Aiisdelmiiiigslcbre (] 844), § 114 ein geführt. 
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sein, steht sie dagegen auf der Ebene senkrecht, so muß: 

werden. 

L, M, K erhält man, indem man das Dreieck, welches die Strecke 
auf der Linie als Basis mit dem Koordinatenursprung als Spitze be- 
stimmt, auf die Koordinate nebenan projiziert. Die doppelten Flächen 
dieser Projektionen sind L, M, N, und die doppelte Fläche des Dreiecks 
seihst wird: 

(12) F=i/LS-f-Mä + N^. 

Statt zweier Punkte wollen wir nun drei Punkte A, B, C durch 
äußere Multiplikation verbinden. Jedea äußere Produkt dreier Faktoren 
verschwindet, wenn zwei Kaktoren einander gleich sind, und für die 
Multiplikation dreier ungleicher Faktoren 9t, SB, d gilt die Regel: 

Sind also die drei Punkte durch die Ausdrücke: 
|A = + a:ii + yJ + ^ik, 

(14) iB^O + ^^i + y^j + s^-k, 

gegeben, so ergibt sich beim Aus multiplizieren dieser symbolischen 
Summen ein viergliedriger Ausdruck: 

(15) n = [ABC] = U + 'J.T4 ai + ^ii, 

in dem I, J, K, Si für die allein von Null verschiedenen unter den 
auftretenden Einheitsprodukten gesetzt sind, nämlich: 

(16) I-[jkO], J-[kiO], K-[ij01, ß-[ijk]. 

Die Koeffizienten |, rjy ^, 6 dieser Einheitsprodukte sind leicht in 
Determinantenform anzugeben. Gemäß der Multiplikation sre gel (13) 
wird: 

I !/! ^1 1 I 1 ^1 3^1 1 j 1 ^1 2/i 1 j I ^i Vi ^1 j 

(17) | = h/äS,l, n = \s^^^l\, t,^\x^y.,l\ % = \x,y^3A. 

I j/3 gg 1 1 Üb «s 1 1 Uä !/3 1 1 W%h\ 

Die Bedeutung dieser Determinanten ist aus der analytischen 
Geometrie bekannt. |, tj, g bedeuten die doppelten Flächeninhalte 
der Projektionen des Dreiecks AJiC auf die Koordinatenebenen, und 
die doppelte Fläche ä dieses Dreieckes selbst ist gegeben durch den 
Ausdruck : 

(18) ä_i/f+V^+?. 

Ö ist das sechsfache Volumen des Tetraeders, welches die drei Punkte 
A, B, G zusammen mit dem Koordinatenursprung bestimmen. 
Besondere Vorsieht verlangt wieder die Bestimmung der Vorzeichen. 
Die Determinante 5 läßt sich schreiben: 
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^ = C!/2 - «/l) (^3 - ^l) - (^3 - ^l) 0/3 - Vi), 

3 — j/i = r cos 9>, ^3 — 2j = r sin q) , 
■y — «/^ = f* cos g^', "3 — ^1 = »^ sin rp' 

! = }-»■' sin (?)'— (p), 
i q^i' > q^ ist, d. h. wenn die Richtungj die von der 
Projektion des Punktes B zur Projektion von C fortschreitet, eine 



und wenn wir: 



also positiv 



positive Umkreisung der Projekti 
also das Dreieck ÄBO mit sei 
Reilienfolge der Ecken 




. A bedeutet. Projizieren wir 
einem Umlaufssino, der durch diese 
ist, auf die j^s-Ebene, so muß der 
Umlaufssinn in dieser Ebene positiv sein, d. h. um die positive 
Biclitung der a:- Achse entgegen dem Uhrzeiger erfolgen, damit | 
positiv ist Denken wir uns auf der Fläche des Dreiecks ASG eine 
vom Koordinatennrsprung weggewendete Normale errichtet und nennen 
X, ji, V die Winkel, die sie init den positiven Koordinatenachsen bildet, 
nehmen wir ferner die doppelte Dreiecksöäche $ mit dem positiven 
Vorzeichen, wenn jj 

die Reihenfolge 
ABC der Ecken 
eine positive Um- 
kreisung der dur ch 
die Winkel X, [i, v 
bestimmten Flä^ 
chennormale be- 
deutet, dann kön- ^'»' ^■ 
neu wir durch die Gleichungen: 

(19) | = 5.cosA, ri = d-c(isn; t, = d-co&v 

die Werte |, ^, t, auch dem Vorzeichen nach festlegen. Im gleichen 
Sinne wird: 

(19a) b = d-p, 

indem wir mit p die Länge des aus dem Koordinatenursprimge auf 
die Ebene des Dreiecks ABC gefällten Lotes bezeichnen. Diese 
Determinante ist nämlich nach dem im zweiten Kapitel Gesagten 
positiv, wenn der Übergang vom Vektor OB zum Vektor OG im 
Sinne einer positiven Umkreisung des Vektors OA erfolgt, so 
daß für einen in die Richtung dieses letzten Vektors gestellten 
Beobachter die Drehung entgegen dem Sinne des Uhrzeigers erfolgt. 
Diese Festsetzung ist aber gleichbedeutend damit, daß der Sinn, in 
dem OA, OB, OC aufeinander folgen, einen positiven Umlauf be- 
deutet um alle Richtungen, die mit den durch diese Vektoren be- 
stimmten spitze Winkel einschließen, wozu die in Betracht gezogene 
Normale der Dreiecks fläche ABC immer gehört. 
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Wir 


können 


schreiben: 






n = 


odör: 




(20) 




indem wir seken-. 



Viertes Kapitel, Prodnlite von Punktgiößen. 

das äußere Produkt (15) der drei Punkte 

ö (cos 11 + cos ,w ,( + cos ?■ K + _?) ß) 



(21) JT = cos 3. 1 + cos fi J + cos v K 4- JJ H 

Diese Größe a hängt nur von der Lage der Ebene des Dreiecks 
ABC nh und kann als das analytische Sjmhol dieser Ebene gelten. 
Dieselbe ist, wenn jj + 0, dadurch bestimmt, daß das auf sie vom Ko- 
ordinatenursprnng gefällte Lot die Länge p hat und mit den Koordi- 
natenachsen die Winkel X, ji, v bildet. Ihre Gleichung lautet in der 
sogenannten Normalform: 

(22) cos X X -]- cos /A ?/ + eosv s — p = Q, 

und wenn wir diese Gleichung mit d multiplizieren, können wir sie 
schreiben: 

(22a) |3; + ^y+gs_ö = 0. 

Der zu x hinzutretende Faktor S hat die Bedeutung eines Flachen 
Inhaltes, und die ganze Größe TT läßt sich somit geometiiscli mter 
pretieren als eine Fläche von bestimmtem Inhalte m emei bestimmten 
Ebene. Wir wollen sie deshalb eine Ebenengioße nennen ^1 Sie ist 
der Punktgröße in gewisser Weise analog. Wie die letzteie ein Punkt 
behaftet mit einem bestimmten Zalilfaktor, ist sie eme Ebene hehiftet 
mit einem solchen Faktor. Daß dieser Paktor hiei ils eine Fliehe 
gedeutet wird, bedingt aber einen gewissen Unterschied indem mit 
der Eiäcte ein bestimmter Umlaufssinn zu verknüpfen ist Man 
könnte diesen Umlaufesinn dadurch beseitigen daß man an dei Ebene 
ihre zwei Seiten unterscbeidet und ob man die Fliehe zu der einen 
oder anderen Seite rechnet, durch verschiedenes Vorzeichen auediuckt 
Bei einer geraden Linie ist ähnlicli der doppelte Sinn /u unterscheiden, 
in dem diese Linie durchlaufen werden kann, und die Umkehrung dieses 
Sinnes gibt sieh durch Vorzeichenwechael an einer zu der Linie ge- 
hörigen Liniengröße zu erkennen. Bei der Punktgröße ist aber eine 
solche geometrische Unterscheidung unmöglich, es bleibt vielmehr 
die bloße algebraische Unterscheidung positiver und negativer Zahl- 
faktoren übrig. Die Punktgrößen nehmen so, als ungerichtete Größen, 
in dieser Analjsis der Baumgrößen einen besonderen Platz ein. 

Die Ebenengröße wird wie die Punktgröße analytisch durch einen 
Ausdruck mit vier Einheiten repräsentiert. Die Koeffizienten %, )j, 

1) Wort und Begriff stammen ebenfalla von Graßmanii (Äuadelinungslehre 
von 1844, § 114}. 
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£, 6 dieser Einheiten I, J, K, iß wollen wir als die Koordinaten 
der Ebenengröße bezeichnen. 

Wenn die drei Punkte A^ B, C in einer geraden Linie liegen, 
so kann man in den Gleichungen (14) bei Einführung eines Parameters?.: 

^ _ 5_+i »j ,, _ y,+^ Vi . _ g. -V-H 

a^ 1 + 1 ' ^a 1 + J, ' 3 i_[_;i 

TOraussetzen, denn von dieser Form sind die Koordinaten x, y, ä eines 
Punktes anf der Verbindungslinie der Punkte mit den Koordinaten 
x^, y^, ^^ und x^, y^, Sj. Dann aber werden die vier Determinanten 
in (17) gleich Null, und da so die Koeffiaienten in dem Ausdrucke (15) 
för das Produkt [A B C] verschwinden, wird dies Produkt selbst gleich 
Null. So können wir die einfache Gleichung: 

(23) [ABC] = 

als die Bedingung dafür ansehen, daß die drei Punkte Ä,B,C in 
einer geraden Linie liegen. 

Wir wollen nun nachweisen, daß, wenn die drei Punkte nicht 
in einer geraden Linie liegen, wir dieselbe Ebenengröße TT, die ihr 
Produkt darstellt, auch durch Multiplikation eines Punktes mit einem 
Flächenvektor erhalten können, ähnlich wie wir die Liniengröße durch 
Multiplikation eines Punktes mit einem Linienvektor gewannen. Führen 
wir nämlich die Vektoren: 

a = B-A, b = C-A 
ein, so entsteht durch ihre äußere Multiplikation ein Flächenvektor 
a ^= [ab]. Bilden wir nun das Produkt von A und c, so ergibt sich: 
[Ax«] = [Aa.l.]=[A(B-A)((!-A)] 
=- [A B C] - [A A C] - [A B A] + [A A A] = [A B C] = H. 
Wir schreiben [A x ß], weil, wie man leicht sieht, [Ä x «] = [« x A | 
wird, also dieses Produkt das kommutative Gesetz befolgt. 

Eiu beliebiger Punkt der Verb in dun gs ebene von A, S, C läßt 
sich nun in der Form darstellen: 

P - A + ;i a + 1' b, 

und weiter läßt sich dem Flächenvektor die Form ß=-[(Q — P) (B— P)] 
geben. Hierbei sind Q, iJ ebenfalls zwei Punkte der Verbindungs- 
ebene von A, B, C, sie lassen sich also in der folgenden Weise geben: 
Q=P + jia + ;t'b, R=P + va + v'h 

und haben nur der Bedingung iiv' — v li' = \ zu geniigen. Dann aber 
finden wir: 

[P>,ß] = [(A + Aa4-;L'b)ab] = rAab]4a|aab] + ;i'[bab] = [Aab]=n 
und anderseits: 

[p X «] = LI* (ü - f) (R - P)] = [P *i R]- 
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So sehen wir, daß wir die Ebeaeiigröße TT erhalten, indem wir einen 
hcliebigen Punkt P ihrer Ebene mit dem Flächenvektor a multipli- 
zieren. Die Ebenengröße wird also gewonnen durch Multiplikation 
von irgend drei Punkten P, Q, R einer bestimmten Ebene, die ein 
Dreieck von bestimmtem Inhalte und ümlaufasinn bilden, li'ühren wir 
die Multiplikation der Vektoren a = B — A und I)^=C — A, deren 
Komponenten: 

sind, aus, so ergibt sich: 

« = [a i>] = I (j/s ~ Vi) {h - ^i) - {.h - ^i) ivz -ydV^ 

+ {(^a - ^i) (^8 - yd - iVs - Vi) (a^a - ^i)) ^■ 
Die Koeffizienten von i, j, f in diesem Ausdrucke sind aber nichts 
anderes als die durch die (rleichnugen (17) eingefülirten Größen £, i;, g. 
Wir haben also: 

(24) a = l\-Vr,\ + tt 

Die Vektoren a und b bestimmen in der Ebene der Ebenengröße ein 
Parallelogramm, dessen Inhalt gleich dem durch (18) gegebenen d wird, 
und der Plächenvektor «, der durch dieses Parali«logramm oder durch 
ein Dreieck, von dem a, 1) zwei Seiten bilden, dargestellt wird, geht 
aus der Ebenengröße hervor, indem man deren Ebene die Freiheit 
gibt, sieh parallel zu verschieben, also nur ihre Stellung, nicht aher 
ihre Lage im Räume festhält. Der Flächenvektor wird sonach durch 
Multiplikation mit einem Punkte an eine durch diesen Punkt gehende 
Ebene gebunden, ebenso wie ein Linieuvektor durch Multiplikation 
mit einem Punkte an eine durch diesen Punkt gehende Linie gebunden 
wird. 

Die Ebenengrbße TT kann auch durch die äußere Multiplikation 
eines Punktes mit einer Liniengröße gewonnen werden. Dies sielit 
man sofort ein, wenn man in dem Ausdrucke TT=;[ÄBCJ eiusetzt: 

[B C] = B, 
wo dann n eine Liniengröße bedeutet So erhält man in der Tat: 

TT = [A X n]. 
Nehmen wir allgemein TT=[Px^], setzen: 

P = +a;i-j-?/j +^k 
und dazu: 

» = X[01] + Y[Oj] + Z [Ok] + L [j k] + M[ki] + St[ij], 
SO sieht man leicht, daß, wenn der durch Ausmultiplizieren dieser 
1 entstehende Auedruck: 
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fp^(i]-n_|[jkO] + ,[kioj + 5[i,iO] + e[i.ik] 

werden soll, wir zu setzen hüben: 

f g = L -'Ly^-Xz, 

g= N — Ya; + X»/, 
l = La; + M1/+ Js«. 

Multiplizieren i^ir die drei ersten dieser Gleichungen der Reihe nach 
mit X, y, s, addieren sie und ziehen von der Summe die letzte 
Oleichnng ab, so ergibt sieh: 

(22a) §a: + ij)/ + e?-9 = 0. 

Diese Gleichung hahen wir für die Ebene der Ebenengröße gefunden, 
und hiernach muß, was auch sonst klar ist, der Puntt mit den 
Eoordinaten x, y, z, der mit der LiniengvÖße )i multipliziert die 
Ebenengröße ergibt, dieser Ebene angehören. Die Linie der Linien- 
größe p selbst gehört ebenfalls der Ebene an. Denn wenn Q ein 
beliebiger Punkt auf dieser Linie ist, so können wir: 

(26) t.-[«R] 

setzen, es wird sonacli: 

und die drei Punkte P, Q, li müssen als die bestimmenden Punkte 
der Ebenengröße ihrer Ebene x angehören. Weil aber die drei Punkte 
P, Q, R in der Ebene ir nur an die Bedingung, daß sie ein Dreieck 
von bestimmtem Inhalte bilden sollen, gebunden sind, kann, auch wenn 
P gegeben ist, die Linie QU, also die Linie der Liniengi'öße p noch 
"" ' \f in der Ebene Jt gewählt werden. 

Wenn nun P mit Q und R in einer geraden Linie liegt, so wird 
,9 = und die Gleichimgen (25) gehen über in: 
/L -Zj/ + Ys=0, 
M -Xe-\-'lx = 0, 
N -Yx + Xy = 0, 

Diesen Gleichungen genügen eonach die Koordinaten x, y, s eines 
beliebigen Punktes auf der Linie der Liniengröße J. Unter diesen 
vier Gleichungen sind zwei überzählig. Denn multiplizieren wir die 
ersten drei von ihnen der Reihe nach mit X, Y, Z und addieren sie, 
so ergibt sich die identische Gleichung: 
(8) X L + Y M + Z N = 0, 

und multiplizieren wir die ersten drei Gleichungen mit x, y, s und 
addieren sie, so liefern sie die vierte Gleichung. 



(27) 
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Nehmen, wir für x, y, 3 die Koordinaten eines beliebigen 
Punktes P, bo sind die durch die ersten drei Gleichungen (25) be- 
stimmten Größen %, t], g die Komponenten eines Flächenvektors a. 
Derselbe wird geometrisch durch, ein Dreieck gegeben, von dem eine 
die Liniengröße repräsentierende Strecke die Basis und der Punkt P 
die Spitze ist. Diesen Flächenvektor « wollen wir das Vektor- 
moment der Liniengröße für den Punkt P nennen. 

Es bleiben noch die äußeren Produkte Ton vier Punkten /u er- 
ledigen. Die Punkte seien: 

j A = + a^ i + )/ J + 0^ k, 
B = f a^si +J/2.j + «ä'i. 

Wenn wir nun die Multiplikation ausführen, so können wir zunächst 
das äußere Produkt von A, B, C bilden und erhalten so die vor- 
her behandelte Ebenengröße TT. Diese ist dann noch mit dem 
letzten Punkte D durch äußere Multiplikation zu verbinden. Ent- 
nehmen wir aus Gleichung (15): 

und multiplizieren diese Ebeaengröße mit dem Punkte: 

P = G -\- xi + yj + sk, 
so ergibt sich aus der Bedeutung, welche die Einheiten I, J, K, Ü 
nach den Gleichungen (16) haben, daß unter den entstehenden Ein- 
heitspro du kten nur die von Null verschieden sind, welche die vier 
verschiedenen Grundeinheiten 0, i, j, k enthalten. Wir wollen nun: 

(29) [Oi.)k]_. 
setzen und finden dann, daß: 

(30) {Ii]_[Jjl_[Kkl_-[aO]~. 

wird, während alle anderen auftretenden Einheitsprodukte verschwinden. 
Wir erhalten somit für das Produkt: 

(31) [nrj = (g^ + ,j|/ + ^--fi)£. 

Die rechte Seite dieser Gleichung gleich Null gesetzt, ergibt nach 
(22a) die Bedingung dafür, daß der Punkt P in der Ebene der Ebenen- 
größe TT liegt. Diese Bedingung läßt sich also schreiben: 

(32) [np]-=o, 

und indem wir TT = [AB()J einsetzen, finden wir: 

(33) [ABCP] = 

als Bedingung dafür, daß der Punkt P mit den Punkten Ä, B, C in 
einer Ebene liegt oder, wenn man will, als Gleichung der durch die 
Punkte A, B, C bestimmten Ebene. 
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Wir nehmen nun für P den Punkt D, setzen @e = [TTD] oder: 
(34) ©6 = [AB CD] 

und snbstitnieren gleichzeitig in dem Ansdrncke dieser Größe, der 
sich nach (31) ergibt, ans (17) die Werte für g, ij, i, 0. Dann läßt 
sich das, was herauskommt, leicht in Form einer Determinante schreiben, 
wir finden: 



(35) 



1 



Vi 



Anderseits können wir in dem Ausdrucke für @ auch die Werte (19) 
und (19a) für |, ^j, §, Q einsetzen und erhalten dann: 
(36) & = S (cos lXi + cos jt ^4 + cosv s^ — p) 

indem wir mit ps den Abstand des Punktes D von der Ebene a der 
Ebenengröße TT, positiv nach der dem Koordinatenur sprang ab- 
gewandten Seite und negativ nach dem Koordinatenur sprang zu ge- 
rechnet, bezeichnen, d war der doppelte Inhalt des Dreiecks ABC, 
positiv gerechnet, wenn die Reihenfolge ABC der Ecken einen 
positiven Umlauf (entgegen dem Uhrzeiger) um die positive (nach 
außen, vom Koordinatenur sprang weg gerichtete) Normale der Dreiecks- 
fläche bedeutet. Hieraus sieht man (vgl. Fig. 8), daß S und jö/j gleiches 
Vorzeichen haben, also & positiv wird, wenn der Umlauf jlJß C um 
das Dreieck eine positive Umkreisung für die nach der Seite, auf der 
D liegt, gerichtete Normale bedeutet, und gleichzeitig wird, dem abso- 
luten Betrage nach, @ gleich dem sechsfachen Volumen des Tetraeders, 
von dem A, B, G, D die Ecken bilden. 

Für die angegebene Festlegung des Vorzeichens läßt sich aber noch 
eine andere Formulierung geben. Der nach der Seite von D hin ge- 
nommene &inn der Normalen auf der Dreiecksfläche ABC stimmt 
namlich mit dem Sinne, der von G nach B weist, überein, und der 
Umlaufssinn ABC des Dreiecks ist mit dem Sinne der Drehung um 
C , die der Übergang von A nach B bedeutet, gleichstinimig. Wenn 
alao der Übergang von A nach B einen positiven Drehsinn um die 
Richtung CD festlegt, ist @ positiv und negativ im entgegengesetzten 
Falle. Das heißt aber, wenn wir die gemeinsame Normale der Linien 
AB und CD, in dem Sinne genommen, der von der ersten Linie nach 
der zweiten weist, ins Auge fassen, so muß der Übergang von AB 
zu CD eine Drehung in positivem Sinne, d. h. bei unserer Festlegung 
des positiven Sinnes links herum bedeuten. Wenn wir also den Über- 
gang von der Linie AB zur Linie CI) ausführen, indem wir mit 
einer Gleitung längs der gemeinsamen Normale eine Drehung um die- 

T i m a r d i u B , Geonietria der Eivifte, 4 
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selbe Terbiaden, also insgesamt eine ScLraubenbewegung ausfOhreu, 
80 muß der Übergang im Sinne einer Linksschraubung erfolgen, 
damit positiv werde, und ® ist negativ, wenn dieser tibergang 
eine Eeehtsschraubnng bedeutet. 

Wenn wir die Längen der Strecken Ä B und C B mit a und h 
bezeicbnen, mit d den kürzesten Abstand ihrer Linien und mit (p den 
Winkel, unter dem diese Linien sich kreuzen, so wird das sechsfache 
Volumen des Tetraeders AB GH, also der absolute Betrag von 0: 

(37 a) \&\ = ahdsm<p, 

und das Vorzeichen von ist nach dtr soeben gegebenen Regel zu 
bestimmen. Der vorstehende Ausdruck kann aber den Wert von 
auch dem Vorzeichen nach liefern, 
wenn wir dem Winkel 9) das gehörige 
Vorzeichen gehen. Um diesen Win- 
^D kel sichtbar zu machen, ziehen wir 
durch den Fußpunkt der gemeinsamen 
Normale auf C I) eine Parallele zu 
Ä B. Fällt dann die Richtung C J) 
auf die rechte Seite der gezogenen 
Parallelen, wie es in der nebenstehen- 
den Figur der Fall ist, so ist der 
Winkel ip, den CD mit der Paralle- 
len bildet, negativ zu nehmen, da- 
mit man & mit dem richtigen Vor- 
zeichen erhält. Es ist also hier wie 
überall derWinkel <p links herum posi- 
tiv, rechts herum positiv zurechnen. 
Der gefundene Ausdruck für & gewinnt eine besondere Bedeutung, 
wenn wir als das Produkt zweier Liniengrößen ansehen. Führen 
wir nämlieh die Liniengrößen: 

n = [AB], 6 = [CD] 
ein, so wird das Produkt [A B C IJ] = @£ allein abhängig von diesen 
Größen, und wir können setzenr 

(37b) ®6 = [ttxli], 

wie wir schreiben müssen, da [n x 6] = [6 x a] ist, das Produkt also das 
kommutative Gesetz befolgt. Für & selbst können wir schreiben: 

® = II X i. 
In der Tat ist sofort zu sehen, daß diese Größe in jeder Weise den 
Charakter eines inneren Produktes hat. Wir wollen nun die Ko- 
ordinaten der beiden Liniengrößen einführen, die nach (7) sind: 
für o: X = 9;g — iCj, ^ = 1l2~ Vit 2 = ^2 — ^u 
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für fi: V^x^—Xs, '^' = Vi — ys.> "^^ ^ ^i— h> 

so ergibt sich, indem wir die Determinante in (35) nacii ibren zwei- 
reihigen Unterdeterminanten auflösen, sofort, daß: 

(37) ® = LX'+MT'+NZ'4-XL'+YM' + ZN' 

wird Die geometrische Bedeutung dieses Ausdruckes ist dann die, 
daß sein absoluter Wert gleich dem sechsfachen Volumen des Tetraeders 
ist, das zwei die Linien großen repräsentierende Strecken als zwei 
Gegenkanten bestimmen, während das Vorzeichen nach der gegebenen 
Regel durch einen Sehraubensinn festzulegen ist. Wir wollen diesen 
Ausdruck als das gegenseitige Moment der beiden Liniengrößen 
bezeichnen. 

Endlich möge noch angemerkt werden, daß die Größe @c auch 
als das äußere Produkt einer Ebeuengröße mit einem Linienvektor 
aufgefaßt werden kann. 

Setzen wir nUmlieb: 

so daß wieder TT eine Ebenengröße, c einen Linienvektor bedeutet, 
dann wird: 

[n c] = [A B C (_!> - C)] = [A B C D] -[ABC C] = [A B C D] -06. 
Setzen wir anderseits: 

a-[AB], y_[((;-B)(D-C)]--[(E- C)(D-e)], 
SO daß a eine Liniengröße, 7 einen Flächenvektor bezeichnet, dann 
können wir annehmen: 

[n.<T]-[AB(C-Il)(L-C)] 
und dies wird 

= [A B C D] - [A B B D] ~ [Ä B C C] + [A B B {!] = [A B C D] = ® s, 
80 daß wir 

© = 0x7 
setzen und als das innere Produkt einer LiniengröBe und eines Plächen- 
vektors auffassen können. 

Wir beweisen schließlich, daß das äußere Produkt von fünf 
Punliten immer verschwindet. Zu dem Zwecke gehen wir von der 
früher gemachten Bemerkung aus, daß, wenn a, \>, C beliebige, aber 
nicht einer Ebene parallele Vektoren von der Länge 1 sind, jeder 
vierte Vektor cl in der Form darstellbar ist: 
d = A a + a.' b + X" c. 
Sind nun A, B, 0, D, P die ffinf zu multiplizierenden Punkte, so setze 
man die vier Vektoren; 
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(38) B -- A = ö n, C ~ A = ft li, 1> - A = c c, 

P - Ä = X a + A' li + 1" c. 
Daan wird das Produkt: 

(39) [A ß C D P] = [A (B - Ä) (C - Ä) (I) - A) (P - Ä)] 

= a & e [A a 1) c (J. a + A' b + J." c)] = 0, 
weil beim Auemultipliziereo der Summe nur Produkte mit zwei 
gleichen Faktoren auftreten. 

Nebenbei ergibt sich, daß mit Hilfe eines beliebigen Punktes A 
und dreier Einheitsvektoren a, h, C sich jeder Punkt P des Raumes 
in der Form darstellen läßt: 

(40) P = A ■\-Xa, + l'h + l"c. 

%, X', X" sind dann die schiefwinkligen Koordinaten des Punktes 
in einem System, dessen Ursprung der Punkt A ist und dessen 
Achsen die Kichtungen der Vektoren a, li, C haben. Von einem 
solchen Koordinatensystem machen wir aber nur vereinzelt Gebrauch. 
Setzt man in (40) gemäß den Gleichungen (38): 

a = -^ (B - A), b = I (C - A), e = -^ (11 - A), 
so findet man: 

(41) P = ^oA + l,B + l2(!-i-£<,I), 
wenn man: 

macht, woraus: 

(42) go+|,+ g,+ ga=l 

folgt. Jeder Punkt P läßt sich also durch vier beliebige Punkte 
A, B, C, D, die nur nicht einer Ebene angehören dürfen, linear aus- 
drucken, wobei aber die Summe der Koeffizienten gleich der Einheit 
sein muß, damit der dargestellte Punkt ein einfacher sei. Hat die 
Summe einen anderen Wert, sagen wir m, so wird durch den Aus- 
druck (41) eine Punktgröße dargestellt, deren Zahlfaktor m ist. 



Fünftes Kapitel. 
Produkte toe Ebenengrößen. 

Wir verfolgen nun den Gedanken, die Ebenengrößen, die aus 
den Punktgrößen abgeleitet worden sind, als selbständige Elemente 
des Raumes anzusehen.^) Dies ist gleichbedeutend damit, daß wir die 

1) Man vergleiche zu diesem Kapitel die Abhandlung von Graßmann, 
Grundsätze der stereometrischen Multiplikation, Journ. f. Matli. Bd, 49 (1855) 
p, 10, Werke U\ p, 145. 
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yjer Einheiten dieser Ebenengiößen, I, J, K, £i, die ursprünglich aus 
den Einheiten 0, i, j, k der Punktgrößen abgeleitet worden sind, 
nunmehr als selbständige Einheiten auffassen und denselben Multipli- 
kationsregeln unterwerfen, denen die Ureinheiten unterliegen, indem 
wir die Betrachtung wieder ausschließlich auf äußere Produkte be- 
schränken. Die Multiplikationsregeln der Einheiten sind dann folgende: 
|[II] = 0, [JJ] = 0, [KK] = 0, [ßß] = 0, 
(1) [ßl]=-riß], [ß.T] = -[Jß], [ßKl = -|Kß]> 

I[k:j] = -[jk], [ik]=-[ki]; [,\i] =-[i.r]. 

Mit Hilfe dieser Eegeln läßt sich das äußere Produkt zweier Ebenen- 
größen TT, TT', die durch die Ausdrücke: 

^^' ln' = ri + VJ + ^K + ö'ß 

gegeben sind, sofort ausführen, und wir erhalten: 
n = [nn'] = (|6'-ör)[lflj ■+ (i;6'-0V)LJß] 

(3) +0;r-eV)[JK]+(U'-gr)|KIJ 
Jede der beiden Ebenengrößen 

n, TT' läßt sich nun als Produkt 
eines Punktes mit einer Liniengröße 
deuten, und da, wie wir gesehen haben, 
die Linie dieser Liniengröße in der 
Ebene der Ebenengröße beliebig an- 
genommen werden kann, so können 
wir sie für beide Ebenengrößen mit 
der Schnitthnie ihrer Ebenen, falls 
diese nicht parallel sind, zusammen- 
fallen lassen. Wir bezeichnen dann mit 
§ eine Liniengröße, die dieser Schnitt- 
linie angehört, mit V einen Punkt in 
der Ebene der Ebenengi-öße TT, mit 1" 
einen Punkt in der Ebene von TT' und 
setzen: 

(4) n = [Px8], n'_[i»x!]. 

Die Liniengröße sei durch deji Aus- 
druck gegeben: 




(5) s - 


.Xi + YJ + Zf+Li + Mj 


(6o) 
)ie Punkte seien; 

(6) 


XL + YM + ZS-O. 

JP -0 + li + l/j +5li, 
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54 Fünftes Kapitel, Produkte von Eliccengrößen. 

Dana finden wir naeli Formel (25) des vorigen Kapitels für die Ko- 
ordinaten der Ebenengrößen TT, TT die folgenden Werte: 

[| = L - Zy + Ys, |' = L -Zy'+Yg', 

= M - X « + Z a:, V = M - X s' + Z a/, 

Reclmen wir nach diesen Formeln die Koeffizienten in dem Aus- 
drucke (3) aus, so finden wir zuerst: 
S6'-re-L[L(a/-i) + M(s'-j) + N(«'-2)] 

+ LY(2i/-3;«')+LZ(ij/'-!/i')-(MY + NZ)(js'-zy), 
Da aber nach (öa); 

LX (MT + NZ) 

ist, so können wir schreiben: 

1 6' - S' 9 - L ■ 8, 
indem wir setzen; 

e _ L («' - *) + ilfy' - ä/) + N (/ - s) 

+ X{yil~ey<) + Y (»»'- as«') + Z {xy'-yx') 
Statt dieses Ausdruckes können wir, indem wir durch die Gfleiebungen: 

(8) X'_«'-«, Y'-s'-s, Z'-2'-3, 
U^yz' — sy', W=3x' — xs', W=xy'~yx' 

die Koordinaten der Liniengröße [PP'J einfüliren, den folgenden 
nehmen: 

(9) = L X' + M Y' + K Z' -1- X L' + T M' + Z N', 

der mit dem in Gleichung (37) des vorigen Kapitels gegebenen über- 
einstimmt. 

Ebenso wie den ersten Koeffizienten in dem Ausdrucke (?>) be- 
stimmen wir den zweiten aud dritten: 

Ferner finden wir: 

n £' - e V = - (MY + NZ) {x'-x) + X [M {y' - *,) + N (^' - 2) 

= S-@ 

und ebenso: 

s?-if_Y.©, i,/-.ir-z.s. 

Also wird schließlich: 

(10) [nn'] = @|L [Iß] + M[Jß] -f N[Kß] 

+ X[JKl-f Y[KI] +Z1,IJ]). 
@ ist hierin das gegenseitige Moment der Linien großen B und 
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Denken wir uns die Liniengröße § durch eine Strecke SS' auf der 
Scimittlinie der beiden Ebenen gegeben, so daß: 

(11) ^ 8 -[SS'] 
anzusetzen ist, dann wird; 

(12) (ys = [SS'PP'], 
wälirend : 

(13) n = [ss'P], n'=[ss'F] 

zu nehmen ist. 

Auf die Ebenen von TT und TT' wollen wir den diesen Ebenen- 
großen anhaftenden Drehsinn übertragen, etwa indem wir an den 
Ebenen, wie früber angedeutet wurde, eine obere und untere Seite 
unterscheiden, so daß der Drehsinn auf der oberen Seite, d. h. für die 
nach dieser hin gerichtete Ebeneanormale immer positiv. Von den 
Ebenen wollen wir nur dann annehmen, daß sie zusammenfallen, wenn 
außer der Übereinstimmung ihrer Lage auch die obere Seite der einen 
Ebene gleichzeitig die obere Seite der anderen Ebene ist. Dann gut 
folgendes. 

Die Größe ® ist positiv, wenn der Übergang von P zu P' eine 
Drehung in positivem Sinne um die Richtung, die von S nach S' 
weist, bedeutet, wenn also die Ebene von TT in die Ebene von TT' 
übergeht durch eine Drehung in positivem Sinae um die in dem 
Sinne SS' genommene Scbnittlinie s heider Ebenen. In diesem Falle 
wollen wir den Drehsinn mit dem Richtungssinn gleichstimmig nennen. 
Wir wollen uua die Punkte P und P' so gewählt denken, daß diese 
Gleichstimmigkeit eintritt. Sie hängt nur davon ab, auf welcher 
Seite der Scbnittlinie s die Punkte P und P' in den Ebenen der 
Ebenengrößen TT und TT' angenommen werden. Denn durch die Be- 
dingung der Gleichstimmigkeit wird an der Schnittlinie der Sinn, in 
dem S und S' aufeinanderfolgen sollen, festgelegt. Dann aber er- 
gibt sich für die Ebenengrößen TT und TT' der richtige Umlaufssinn, 
indem man P und P' auf der gehörigen Seite der Linie SS' annimmt. 
So können wir hier & immer als positiv voraussetzen. Für seinen 
Betrag finden wir, da es dem sechsfachen Volumen des Tetraeders 
SS' P P' gleich ist, auf folgende Art einen passenden Ausdruck. Wir 
bezeichnen mit 3 und d' den doppelten Flächeninhalt der Dreiecke 
S S' P und SS'P'. Dies sind dann dem absoluten Werte nach die 
Zahlfaktoren der Ebenengrößen TT und Tl'. Den Winkel zwischen 
deren Ebenen wollen wir mit 6 und die Entfernung SS' mit s bezeichnen. 
Ist dann h die Höhe des Tetraeders, die auf der Seitenfläche SS'P 
senkrecht steht, und h, die Höhe des Dreiecks S S' P', die zu der 
Basis jSS" = s gehört, so wird Ä = /i,-sin<?, iJ' = s-As, und somit 
finden wir für das sechsfache Volumen des Tetraeders: 

(i2a) @ = i5-;i = d./is-sin0 = ^^^^^- 



yGoosle 



56 Fünftes Kapitel, Produkte ton Kbeneugrößen, 

Die Länge s der Liaiengröße 8 = [SS'] ist aber durch die Ebenen- 
großen TT und TT' nicht bestimmt. Wir können viehnehr über sie frei 
verfügen, und wir wollen dies so tun, daß wir: 

(U) s^dd'smd 

annehmen. Dann wird ©= 1, und das Produkt [TTTT'] unterscheidet 
sich, was die analytische Darstellung betrifft, gemäß der Gleichung 
(10) von der in (5) gegebenen Liniengröße § bloß durch die Be- 
zeichnung der Einheiten. Der Übergang von der einen zur anderen 
Größe geschieht, indem wir die Einheiten nach dem folgenden 
Schema einander zuordnen: 

[Iß] [.Tß] [Kß] [JK] [KI] [IJ] 
^ ' im [ki] Pj] [Oi] [Oj] [Ok]. 

In der zweiten Zeile haben wir die Einheiten i, j, f, i, j, t der 
Liniengröße wieder durch die Ureinheiten ausgedrückt. 

Der geometrische Zusammenhang zwischen den beiden so in 
Beziehung gesetzten Größen ist, wenn wir uns die Liniengröße als 
das Produkt der beiden Punkte S, S' gegeben denken und so dem 
Produkte der beiden Ebenengrößen TT, Ti' gegenüberstellen, der fol- 
gende. Die Verbindungslinie der Punkte S und jS" fällt mit der Schnitt- 
linie der Ebenen von TT und TT' zusammen, der Richtungssinn, der 
von S nach S' weist, ist gleichstimmig mit dem Drehungssinn , in 
dem die Ebene von TT in die Ebene von TT' übergeht, und der Ab- 
stand s der Punkte S, S' ist durch die Gleichung (14) bestimmt. 

Diese Gleichung wird besonders einfach, wenn wir statt der 
Ebenengrößen TT, TT' einfache Ebenen ^, Jt" nehmen, d. h. Ö und 
ö'=l setzen. Dann wird: 

(16) .s = sin 0. 

Das äußere Produkt zweier Ebenen jr, jt' ist ebenso an die Schnitte 
linie dieser beiden Ebenen geknüpft wie das äußere Produkt zweier 
Punkte S, S' an die Verbindungslinie dieser Pankte. Aber während 
der Sinn dieses letzteren Produktes durch den Sinn der Translation 
gegeben ist, die den ersten Punkt S in den /.weiten S' überführt, ist 
der Sinn des Ehenenproduktes durch den Sinn der Rotation bestimmt, 
welche die erste Ebene Ji in die zweite Jt* überführt. Wir wollen 
deswegen beide Größen als Liniengrößen bezeichnen, aber die Ebenen- 
produkte als rotatorische Lini_e agi:ößen von den Punkteprodukten 
als trän slatorischen_lji£ieng rö Ben unterscheiden.^) Es ist eine 
genau analoge Unterscheidung wie wir sie bereits zwischen Fläelien- 
vektoren und Linienvektoren getroffen haben. 

1) Study beaeiciinet in 
Keile, die letzteren ak Stäi 
Liniecgi'QSen nicht ideutiach. 
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TV oh! zu beachten ist, daß auch au den einfachen Ebenen eine 
obeie und eiue unteie Heite zu unterscheiden und die Rotation so zu 
nehmen ist, daß sie nicht bloß die Ebenen zur Deckung bringt, son- 
dern auch die obeie Seite der einen mit der oberen Seite der anderen 
zusammenfallen IdRt Die obere Seite der Ebenen ist hierbei die dem 
Punkte abgewandte Seite. 

Wenn die Ebenen zueinander senkrecht sind, wird s = 1. Die 
rotatorische Liniengröße reduziert sieh dann auf eine einfache Achse, 
nämlich eine gerade Linie verbunden mit einem bestimmten Rotations- 
sinn. Wenn die Ebenen zusammenfallen und nur dann wird 
[^n:'\^ 0. 

Jeder rotatorischen Liniengröße ist eine bestimmte trau slatori sehe 
Liniengröße zugeordnet, welche dieselben Koordinaten hat. Geometrisch 
ist dieses Entsprechen dadurch gegeben, daß beide Liniengrößen sich 
auf dieselbe Linie beziehen, der Tranalationssinn der letzteren mit dem 
Rotationssinn der ersteren gleichstimmig ist und die Länge der trans- 
latoriachen Liniengröße gleich ist dem Sinus des Winkels der ro- 
tatorischen L in ien große. ^) Wie jene durch ein Punktepaar, läßt diese 
sich durch ein Ebenenpaar darstellen, und wie jene sich nicht ändert, 
wenn man die sie darstellenden Punkte mit Beibehaltung ihres Äb- 
standes längs ihrer Verbindungslinie verschiebt, bleibt diese un- 
geändert, wenn man die sie darstellenden Ebenen mit Beibehaltung 
ihres Winkels um ihre Schnittlinie dreht. Wir wollen den Unter- 
schied beider Größenarten dadurch schärfer zum Ausdruck bringen, 
daß wir durchgängig zur Bezeichnung ihrer Koordinaten verschiedene 
Buchstaben verwenden. Der Einfachheit wegen wollen wir aber auch 
für die Einheiten der rotatorischen Liniengröße kürzere Bezeichnungen 
wählen und setzen: 

(17) [lß] = li, [Jfl]^ j, Ll^ß] = if: 
[.1K]= i, [KI] ^ i. [IJl = f. 

Der Ausdruck für die rotatorische Liniengröße soll dann der fol- 
gende sein: 

(18) a = u!t+Y,j+ w f-f p;t+q:i + r.t, 
während die translatorische Liniengröße durch einen Ausdruck; 

(18a) a^Li + Mj + Nt + Xi + Tj + ZI 

gegeben wird. Die Koordinaten der beiden Größeuarten entsprechen 
einander nach dem folgenden Schema: 

1) Study nimmt als „öfihuDg" des Keilea den Tangens des von den beiden 
Ebenen gebildeten "Winkels. Darin iiegt ein wesentlicher Unterschied awiscten 
den Studyseheu Keilen und den aus der Graß mann sehen Theorie folgenden rota- 
toriBcten LiniengröBen. 
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und zwei Liniengrößen sind einander zugeordnet, wenn von ihnen 
die in diesem Schema untereinander stehenden Koordinaten gleich 
sind. Wie die Länge s der translator Ischen Liniengröße durch den 
Ausdruck yX^4- Y^+ Z^, so ist der Winkel a der rotatorischen Linien- 
größe durch die Gleichung: 



sin0 = l/p^+,l«+r^ 
bestimmt. 

Denkt man sich die beiden Aiteu ■von Lniengioßen rem ana 
lytisch durch ihre Koordinaten gegebei so 1 ann man nacli F Kle ns 
Vorgänge^) ihren Charakter daran f kennen wie sie sich he emei 
Kaumtransformation verhalten. Von solchen Itaumtransfoimationen 
betrachten wir hier nur drei hesondeis einfache Arten namhch 
erstens eine Farallelversehiehung, zweiten'^ eine Diehung um den 
Koordinatenursprung und endlich drittens e ne Inversion odei &[ le 
gelung am Koordinatenursprung, bei welchei aOe Punktko idinaten 
ihr Vorzeichen wechseln. 

Beginnen wir mit der Parallelve schieb n^ Eine solche vei 
mehrt oder vermindert die Punktko idmiteu un einen konstanten 
Betrng, ist also in der Form darstellbar. 

(a) x' ^ X — a, y'^y ~ h, s' = s — c. 

Sind nun |, tj, ^, die Koordinaten einer Ebenengi'öße TT, so muß 
das Produkt dieser Ebenengröße mit einem beliebigen Punkte bei 
der Transformation ungeändert bleiben, da sich das äußere Produkt 
von vier Punkten oder das Volumen des durch diese Punkte "be- 
stimmten Tetraeders bei der Parallelverschiebung nicht ändern kann. 
Die transformierten Koordinaten ^', tj', ^, & der Ebenengrßße sind 
also dadurch bestimmt, daß identisch: 

i'af + ri'y'+t'^'-6'=^]^x + ijy + £2 - 
werden muß und daraus ergibt sich mit Rücksicht auf die vorstehenden 
Werte von x', y', s': 

(b) 1'=?, n' = n, i'-i, &=^d-ia-,ih-ie. 

Bilden wii nun gemäß den Gleichungen (7) des 4. Kapitels die Ko- 
ordinaten einei tianslatorischen Limenj^oße ^or und nach der 
Farallelversehiehung, so eihalt man die folgenden Gleichungen, welche 

1) Man Tergleiche insbesotideie die au dai Erlanger Programm von 1873 
[Vergleichende Betrachtimgen über neueie geometnsche Forschungen, abgedruckt 
in Bd. 43 der Mathem Annalen) wieder anknüpfende Arbeit Zur Scliraubentheorie 
von Sir Robert Ball, Ztselir f Matt u PbTs Bd il (19!)3) und Math. Ann. Bd. 62 

(1906). 
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die transfonnierten Koordinaten X'j Y' . . . durch die ursprünglichen 

ausdriiclten: -vj -v t j , v i -7 

ä' = Ä, L = ,L + c 1 — ti /, 

(c) y- Y, M'=M + aZ -cX, 
Z' = Z, N'=N + i.X-ßY. 

Dmekeu \ui anderseits nach (3) und (18) die transformierten Ko- 
oidmateu u', v' . . . einer rotatorischen Liniengröße mit Hilfe der 
Tiansfoimationsgleicliuiigen (b) durch die ursprünglichen Koordinaten 
u, V aus, so ergibt sich; 

p' = p, u'= u-f cq— ör, 

(d) q'= q, y'= y+ar — cp, 
r' = r, w' = w + 6 p ^ » q- 

Bei einer Parallelverschiebung zeigen also die trän sktori sehen und 
rotatorischen Liniengrßßen dasselbe Verhalten. 

Das gleiche ergibt eich für eine Drehung um den Koordinaten- 
ursprung. Der ZusammenhaDg zwischen den ursprünglichen Punkt- 
koordinaten X, y, s und den transformierten ^, y', s' ist dann der 
folgende : 

(a') UJ = a^x\+ ß^y -{■ y^2, p =- ß^x' + ß^v' + ßs^', 

\^'--a^x + ßgij + -ys^> ^ = r, a;' -f ys 2/' + y^e'. 

Hierbei sind die a, ß, f die Richfcungscosinus dreier zueinander nor- 
maler Eichtungen, so daß die identische Gleichung: 

^ä_j. yä^ j'ä_ a!^+ j,2+ £;S 

erfüllt wird. Aus den Gleichungen (a') leitet man vermöge der auch 
hier geltenden Identität: 

^' cd + ^f ^f + 1' '^' - e' = ix + ,1 y + t^ - d 

die folgende Darstellung für die zugehörige Transformation der 
Ebenengrößen her: 

n' = « j + ^, '^ + y, s, I - «, r + cq y' + «3 1', 

U'^a,i + ß, r^ + n g, v ^ ^1 1' + ß, v' + ß, i\ 



{h') 



Punktgrößen und Ebenengrößen transformieren sich also hier in der 
gleichen Weise. Daraus ergibt sich sofort, daß auch translatorische 
und rotatorische Liniengrößen sich in der gleichen Weise trans- 
formieren, und zwar ist für die ersteren folgendes die Darstellung 
der Transformation: 

iX'=a,yi + ß^J + y,Z, L' = ß, L -f- (J, M + j-j N, 
(c') \y'=c.^X+ ß,Y ^r^Z, W=cq'L-]- ß^M + y^m, 

I Z'= ß,X + Ä Y + y,Z, N' = cc,-L + ß,M + j^^N, 
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Diese Gleielimigen genügen den Identitäten: 

X' L' + Y' M' + Z' N' = X L + Y M + Z N. 

Betracliten wir nun aber die Inversion, bei der alle Piinkt- 
koordinaten dg.s entgegengesetzte Vorzeichen auaehnien, so zeigen die 
Gleiciumgen (17) des vorigen Kapitels, daß von den Koordinaten der 
Ebenengrößen nur die letzte, Ö, ihr Vorzeichen wechselt, während 
die übrigen ungeänderfc bleiben. Gemäß der Formel (3) ändern des- 
halb von den Koordinaten der rotatorischen Liniengröße u, v, w 
ihr Vorzeichen, während p, q, r ungeändert bleiben. Dagegen wech- 
seln von den Koordinaten der translator lachen Liniengröße gemäß 
den Formeln (7) des vorigen Kapitels X, Y, Z ihr Vorzeichen, während 
L, M, N keine Änderung erfahren. Es Terhalten sich also die beiden 
Arten von Liniengrößen bei Inversion verschieden, und die angegebene 
eindeutige Zuordnung der beiden Größenarteu wird durch Inversion 
zerstört. Sie wird erst dann wieder hergestellt, wenn man von allen 
Koordinaten einer der beiden einander zugeordneten LiniengrÖßen die 
Vorzeichen umkehrt. 

Indem wir nun an den Ausgangspunkt dieses Kapitels zurück- 
kehren, wollen wir noch den dort übergangenen Fall erledigen, daß 
die Ebenen der beiden Ebenen großen, deren Produkt zu bilden ist, 
parallel sind. Dann muß in den Gleichungen dieser Ebenen: 

zwischen den Koeffizienten die Proportion: 

(21a) |-.|' = i3:V=^£:&' 

bestehen. Daraus folgt aber, daß von den Koeffizienten der Ein- 
heitsprodukte in dem Ausdrucke (3) die drei letzten verschwinden. 
Wir woUen nun statt der beiden Ebenengrößen TT, TT' wieder einfache 
Ebenen jt, n' nehmen, also die Zahlfaktoren d, ö', mit denen sie 
sonst behaftet sind, = 1 voraussetzen. Dann können wir gemäß den 
Gleichungen (19) und (19a) des vorigen Kapitels hier setzen: 

(21b) 1 = |' = COSi, ); =ij' = C0S,U, ^-=£' = cosv, 0=2>, 9=p', 
und wir wollen ferner: 

(22) jy - i) = <l 

machen. Dieses d ist der Abstand der beiden parallelen Ebenen, 
negativ gerechnet, wenn die zweite Ebene auf derselben Seite der 
ersten Ebene wie der Koordinatenursprung liegt, positiv im entgegen- 
gesetzten Falle. Setzen wir nun die Werte, die aus (21b) und (22) 
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hervorgehea, in den Ausdrnck (3) ein und gebranclien die kürzeren 
Bezeichnungen (17) für die auftretenden Einheiten, so finden wir jetzt: 

(23) [x jr'] = d cos l i-i- d cos /i ! j + <? cos v t 

Nehmen wir auf einer gemeinsamen Normalen beider Ebenen das 
Stück, das zwischen die beiden Ebenen fällt, mit dem Richtungssinne, 
der von der ersten Ebene zur zweiten zeigt, und fassen es als einen 
Linienvektor d auf, so wird dieser Vektor: 

fi ^ d con X i + dcos iij -i- ä cos V k. 
Er ist von dem gefundenen Ebenenprodukte also nur in der Be- 
zeichnung der Einheiten verschieden. Wir können diesen Vektor 
geometrisch mit den beiden Ebenen in Zusammenhang bringen, indem 
wir ihn als die Repräsentation einer Translation oder Parallelverschiebung 
deuten, welche auf dem kürzesten Wege die erste Ebene in die zweite 
überführt. Wir woUen deswegen die durch die Gleichung (23) de- 
finierte Größe einen Translationsvektor nennen. 

Als dualistisch entsprechendes Gebilde würde ihr ein Rotatious- 
vektor gegenüberstehen, der sich in der folgenden Form: 

(24) p = Lt + Mi + NI 

darstellt. Dieser Vektor ist aber von dem Flächenvektor nicht ver- 
schieden, auf den wir bereits im zweiten Kapitel gekommen sind. 
Wir wollen nun von drei Ebenengrößen: 

( n, = i, 1 + ^, J + ^1 K + 6, ß, 

deren Ebenen sich nicht in parallelen Linien durchschneiden oder 
parallel sein mögen, das äußere Produkt bilden. Wir finden für 
dasselbe einen genau analogen Ausdruck wie für das Produkt dreier 
Punktgrößen, nämlich: 

(26) [n.n.ng] = jj l^kü] + sjKiß] + ui^ssi] -i- SoEUK]. 

Die Koeffizienten in diesem Ausdrucke haben die Werte: 

Die Ebenen der drei Ebenengrößen haben aber die Gleichungen: 

(28) hä« + »!äJ/ + gsS-ea = 0, 

und für die Koordinaten des Schnittpunktes dieser drei Ebenen er- 
geben sich die Werte: 



'% t 9, 




t, 6, 9, 




t, % 6, 




£■ % t. 


l* t, e. 


, h=- 


t, i, », 


, E.- 


1. % 9. 


. E.- 


i, n, t. 


k fc «. 




&fl Is 9a 




S. % «. 




i. 1, 5. 
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(29) »^-', !/-?, 



Geben wir diesem Schnittpunkte deu Zahlfaktor Jp, so vihd die so 
gewonnene Punktgröße Sp durch den Ausdruck dargestellt: 

(30) ? = EoO + Eii + i-,j+Egk, 

und dieser Ausdruck ist von dem Ausdrucke (26) für das Produkt 
[TTiTTjTTg] der drei Ebeneogrößen nur durch die Bezeichnung der 
Einheiten verschieden. 

Um diese Übereinstimmung möglichst zur Geltung zu bringen, 
setzen ivir zunächst: 

[IJK] = eO. 

Nun ist nach Foraiel (30) des vorigen Kapitels: 

[Ii]-[Jj]-[Kli]--[ßO]-e, 
demnach wird weiter: 

(31a) [IJKii]-c[0ß] = e6, 

da also z. B. [I (e i)] = C [I il = ' e = [l -T K i^] wird, können wir auch: 

(31b) [JKß] = ci, [KlßJ = cj, [IJß] = ek 

setzen, und haben somit: 

(32) [nin,n,i = c4p. 

Weil £ = [Oijk], können wir zur Definition von C die Gleichung 
benützen : 

(31c) riJKßJ = c[Oijk] 

und wollen uns erlauben, zu schreiben: 

Um nun noch den Zahlfaktor j^ der Punktgi-öße !p geometrisch 
festnulegen, denken wir uns die Zahlwerte ^^, d^, Sg der drei Ebenen- 
größen TTj, TTg, TT3 durch drei Seitenflächen eines Tetraeders dargestellt. 
Drei Kanten dieses Tetraeders müssen in die Schnittlinien der Ebenen 
der drei Ebenengrößen fallen, ihre Längen seien r^, r^, r^. Das Tetra- 
eder kann man sich so gewählt denken, daß der mit den drei Ebenen- 
größen verbundene Umlaufssinn eine positive Umkreisung des nach dem 
Innern des Tetraeders gehenden Lotes auf der betreffenden Seitenfläche 
des Tetraeders bedeutet. Das sechsfache Volumen des Tetraeders sei ®. 
Tragen wir auf den Schnittlinien der drei Ebenen von ihrem Schnitt- 
punkte aus Strecken gleich der Längeneinheit ab, so heißt das sechs- 
fache Volumen des Tetraeders, das diese drei Strecken als drei Kanten 
bestimmen, der körperliche Sinus, sin ^, der von den drei Ebenen ge- 
bildeten räumlichen Ecke 0, iind es wird dann das sechsfache Tetra- 
edervolumen: 

(33) &=: i\r^r, sin 0. 



yGoosle 



i'rodukt di-eici' Ebeneagrößen. (J3 

Nennen wir die Winkel, welche die drei Ebenen miteinander bilden, 
^u '^21 ^3! so wird gemäß der oben gefundenen Formel (12a) z. B. 

®r, = SJ, sin ff =l/(%e3 - ^2%y+ (^h^f2i~^f+Wv^%l7- 
In der Tat ist diese Quadratwurzel, durch 



^2 *a = V^,' + %' + t,' ■ Vi/ + Vs' + i? 
geteilt, gleich dem Sinus des Winkels ff zwischen den Ebenen, deren 
Normalen die Richtungscosinus haben: 

k, % k ur,ä A, % k. 

Daraus folgt, daß, wenn wir in der Schnittlinie der zweiten und dritten 
Ebene einen Vektor annehmen, dessen Länge = @i\ ist, die Komponenten 
dieses Vektors werden: 

Vsk—^sVi' fe^a-läSs! Is'Is-^ls' 
Denn diese Größen gehen in die ßiehtungscosinus der Schnittlinie 
über, wenn man sie durch die obenstehende Quadratwurzel, also durch 
©j-j diTidiert. 

Denken wir uns ebenso auf den anderen beiden Schnittlinien vom 
Schnittpunkte aus Vektoren aufgetragen, deren Längen @r^ und &r^ 
sind, so wird das sechsfache Volumen ®' des Tetraeders, das diese 
drei Vektoren bestimmen: 



l..i.-iA, 


&%-%!. 




1, V, t, 


&S.~S.S„ 


I.%-1bSi 




i, n, i, 


tifc-Sifc, 


e,i>-ii& 




k V, t. 



Anderseits aber wird: 

Also erhalten wir: 
(34) I,- + 8'. 

Wenn mau demnach die Dreiecks flächen, welche die drei Ebenen- 
größen darstellen, zu einem Tetraeder zusammenschließt, so ist das 
Quadrat von dem sechsfachen Volumen dieses Tetraeders dem Schnitt- 
punkte der Ebenen der drei Ebeneagrößen als Zahlfaktor beiaufügen, 
damit die so gewonnene Punktgröße das Produkt der drei Ebenen- 
größen darstelle. Hierzu gehört noch eine Bestimmung über das 
Vorzeichen dieses Zahlfaktors. Dieselbe kann man so geben, daß man 
durch die Reihenfolge der Dreieeksfläehen an der körperlichen Ecke, 
die sie umschUeßen, eine Umkreisung des Inneren dieser körperliehen 
Ecke festlegt, und je nachdem die Umkreisung im positiven oder 
negativen Sinne erfolgt, wird das Vorzeichen des Zahlfaktors positiv 
oder negativ. Dies ist leicht zu verifizieren, indem man die drei 
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Seitenfläclien des Tetraeders in die positiven Quadranten des Koordi- 
natensystems fallen läßt, so daJJ der zugehörige ümlaufssinn positiv 
für die positiven Koordinatenrichtungen vfird. Dann wird, indem 
a, h, c Äbselinitfce auf den Koordinatenachsen bedeuten, einfach: 

n, = hci, n, = cfl. j, n, = abn 

und das Produlit 

für Ju =- a^^c^, so daß j„ hier in der Tat positiv wird, wenn die 
Seitenflächen im Sinne eines positiven Umlaufs um das Tetraeder- 
innere genommen werden. 

Den ausgeschlossenen Fall, daß die Schnittlinien der Ebenen der 
drei Ebenengroßen oder zwei der Ebenen selbst parallel sind, können 
wir kurz abmachen. Es wird dann j^ =^ und wir erhalten für das 
Produkt der drei Ebenengrößen pt, wo: 

(35) p = Sii + Ssj + h^, 

also ein Vektor ist. Die Richtung desselben stimmt mit der Richtung 
der parallelen Schnittlinien überein. 

Wenn die Ebenen der drei Ebenengroßen sich in derselben ge- 
raden Linie durchsehneiden, so muß von den Ebenengleichungen (28) 
eine durch lineare Kombination aus den anderen beiden hervorgehen, 
es müssen also Beziehungen von folgender Form bestehen: 

aus denen: 

(36) n3 = Aini+ l^'U, 

folgt. Es verschwinden dann die Determinanten in den Fomieln (27) 
und somit wird das äußere Produkt: 

(3?) [n.n,n,]-o. 

Gebt man wieder von den Ebenengroßen TTj , TTg, TTg zu den ein- 
fachen Ebenen, jt^, n^, n^, über, so kann man sonach: 

(37 a) [jt, Jta 31^1 = Q 

als die Bedingung dafür ansehen, daß drei Ebenen einem Büschel 
angehören, d. h. sich in derselben geraden Linie durcb schnei den oder 
alle drei einander parallel sind Im letzteren Falle wird 

dann verschwinden in der Tat nach (27) g^, j^, jg, J^ und damit das 
Produkt der drei Ebenen. 

Daa Produkt dreier Ebenengrößen ist dasselbe wie das Produkt 
einer Ebenengröße mit einer rotatorischen Liniengröße. Sei die erstere: 

n = |H-»iJ-i-§K + 9ß 
und die letztere: 
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Produkt einer Ebeuengröße und Linien- oder Punktgröße, 

|i =ii[Iß] + T[,rß] + w[KS] + p[.TK] + q[KI] + r[l.T], 
) wird das Produkt beider; 

(38) [nxfl_(E,0 + J,i + f,i + J,k)t, 

enn wir setzen; 

I,-p9-TS+w,, 
E,-qe~w|+nS, 
Ej-rö-uij + Tg. 



(39) 

Es sind dann: 



(40) 



-h 



die Koordinaten des Punktes, in dem die Ebene der Ebenengröße von 
der Linie der Liniengröße geschnitten -wird. Jene Ebene ist dieser 
Linie parallel, wenn J^ = wird. 

Das Produkt einer Ebenengröße mit einer Punktgröße ist schon 
im Torigen Kapitel in Betracht gezogen worden. Wenn; 

n = |I + 7jJ+?K + 0ß 
die Ebenengröße und: 

die Pimiitgröße ist, so wird das Produltt: 

(41) ['nm = {Hi + vh + ^h-^t<,)^- 

Dieses Produkt läßt sich schreiben: 

wenn (V der Zahlfaktor der Ebenengröße und q der Abstand des 
Punktes von der Ebene der Ebenengröße ist. 

Wenn wir uns nun die Aufgabe stellen, das äußere Produkt von 
vier Ebenengrößen: 

zu bilden, so vereinigen wir zunächst die drei ersten in der an- 
gegebenen Weise, wobei sich i. a. ergibt: 

[njn,n,] = e!p, 

und multiplizieren die so resultierende Größe mit TT^. Es möge ö^ 
der Zahlfakfcor der letzteren Ebenengröße und q^ der Abstand des 
Ortes der Punktgroße ip von der Ebene dieser Ebenengröße sein. 
Der Zahlfaktor j,, von ^ ist durch die Zahlfaktoren Ö^, S^, d^ der 
Ebenengrößen TT^, TTg, TT^ und eine Größe 0^^^, die nur von der 
Lage der Ebenen von TT^, TT^, TTj abhängt, bestimmbar wie folgt: 

und danach wird das äußere Produkt der vier Ebeneugrößen: 
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[n, n, n, nj _ [ip nj _ (j. «. s.) e e - (ä, ä, ä. «, ,. a>„,) ,, 

wenn e £ = [I J K ß] = '»3 gesetzt wird. Führen wir nun von dem 
Tetraeder, das die Ebenen der vier Ebenengrößen bilden, das 
seclisfaclie Volumen T und die doppelten Inhalte der vier Seiten- 
flächen z/j, z/j, z/3, z/4 ein, so wird: 

T = z/^. q^, V = z/, z/2 z/3 *,S3 

und somit, wenn [n^TTjrTjTTJ — Mii angenommen wird: 



(42) 



M =± 



tfj iJ^ d', (J^ 



Daraus ist sofort zu sehen, daß M -- wird, wenn T ^ ist, d. h. 
die Ebenen der vier Ebenengrößen durch einen Punkt hiodurchgehen. 
Gehen wir somit von den Ebenengrößen 17^, TT^, TT^, TT^ zu einfachen 
Ebenen stj, Jtg, X^, Jt^ über, so ergibt sich, daß: 

wird, wenn die vier Ebenen durch einen Punkt gehen. 

Die Vorzeichenregel läßt eich hier vielleicht am einfachsten wie 
folgt geben: Man läßt die Umkreisung der Seitenflächen des von den 
Ebenen der vier Ebenengrößen gebildeten Tetraeders in positivem 
Sinne um die nach dem Inneren des Tetraeders gehenden Normalen 
geschehen. Dann sieht man nach, bei wie vielen der Seitenflächen der 
wirkliche mit den Ebenengrößen verknüpfte Umlaufssinn mit dem an- 
genommenen übereinstimmt. Ist dies 
einmal oder dreimal der Fall, so ist 
das Produkt vom entgegengesetzten Vor- 
zeichen wie das Produkt der in der glei- 
chen Eeihenfolge genommenen gegen- 
üherliegenden Ecken des Tetraeders, und 
sonst vom gleichen Vorzeichen. Für 
den Beweis beachte man, daß sich das 
Vorzeichen des Produktes jedesmal um- 
kehrt, wenn man. den Umlaufs sinn 
einer der Ebenengrößen umkehrt. Es 
braucht also nur der Fall berücksichtigt 
zu werden, wo man den Umlaufssinn 
alle vier Male positiv um die nach 
dem Inneren des Tcti'aeders gehende 
Normale annimmt, die übrigen FäUe 
folgen daraus sofort. Wir nehmen 
"^■'^' nun für die Ehenengrößen die Seiten- 

flächen des Tetraeders selbst und lassen außerdem drei von diesen in 
die Koordinaten ebenen fallen, so daß die vierte Seitenfläche die posi- 
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tiven Koordmatenachsen 
Die Koordinaten der vie 

0. 



d(*n Abständen a, 6, c vom Ursprünge trifft. 
~" ' sind dann: 



0, 0, 0, 

ca, 0, 0, 

0, ah, 0, 



~bc, —ca, —ab, ~abc, 
und ihr Produkt wird somit M tj = — u^J^c^tj = — T^ij, wahrend 
das Produkt der in der gleichen Reihenfolge genommenen gegenüber- 
liegenden Ecken des Tetraeders — a-b ■ c-l ■ s = — Ts wird, woraus 
hier die Richtigkeit der gegebeneu Regel folgt. 

Die auftretenden besonderen Fälle mögen übergangen werden 
mit Ausnahme des Falles, wo alle Schnittlinien der vier Ebenen 
parallel sind. Durch Multiplikation Yon drei der vier Bbenengrößen 
entsteht dann ein Vektor, weicher der Ebene der vierten Ebenen- 
größe parallel ist. Hieraus folgt, daß in diesem Falle: 

So-0 und gi-i + J?Ea+£E3 = 
wird. Damit wird aber nach (41) M ^ 0. Da nun sowohl, wena vier 
Ebenen durch einen Punkt gehen als auch, wenn ihre Schnittlinien 
parallel sind, diese Ebenen einem Bündel angehören, so können wir 
zusammenfassend sagen, indem wir wieder von den Ebenengrößen zu 
den einfachen Ebenen n:^, Jt^, Jt^, Jt^ übergehen, es ist: 

(43) [?tijr3?r3jrj = 

die Bedingung dafür, daß die vier Ebenen einem Bündel angehören. 
Das Produkt M 7] von vier Ebenengrößen TT^, TT^, TTj, TT^ kann 
auch ersetzt werden durch das Produkt von zwei rotatorischen Linien- 
größen. Setzt man nämlich: 

wird- [TT,TT,] = ^, rTT3n,] = }.', 

(44) M^ = \p-<^'-\ 
oder M == p X ^', 

und sind die analytischen Ausdrücke der beiden Liniengrößen: 
»1 = u [I ß] -F V [J ß] + w [K fl] -I- p [J K] + q [K I] -h r |I J], 
p' = u' [I ß] + v' [J ß] 4- w' [K ß] -h p' [J K] -I- q' [K I] -f- r' [I J], 

so ergibt sich: 

(45) M = u p' + T q' + w r' + p u' 4- q v' + r w'. 

Diesen Ausdruck wollen wir das gegenseitige Moment der beiden 
rotatorischen Liniengrößen nennen. Wenn es verschwindet, also: 

(46) ti X )!' _ 

ist, so müssen die Ebenen der vier EbeneEgrößen wieder einem 
Bündel, die Linien der beiden Liniengrößen also einer Ebene an- 
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gehören, und die vorstehende Gleichung kann als die analytische 
Bedingung dafür angeseheii werden, da£ dies eintritt. Die beiden 
Linien sind dann entweder parallel oder sie sehneiden sich. In beiden 
Fällen verschwindet auch das gegenseitige Moment zweier trans- 
latorischer Liniengrößen, die den Linien angehören. 

Das äußere Produkt von fünf Ebenengrößen ist immer gleich 
Null. Sind nämlich TTj, TTg, TT^, TT^ vier EbenengrÖßen, deren Ebenen 
nicht einem Bündel angehören, so laßt sich jede fünfte Ebenengröße TT 
in der Form darstellen: 

(47) n = ii Hj + i^ n, + ^3 n^ 4- K tt*- 

Dies erkennen wir wie folgt. Sei s' die Linie in dei sich die Ebenen 
von TTj und TT^ schneiden, 5" die Schnittlinie dei Ebenen von TT3 und 
TT^, seien ferner S' und S" die Punkte, m denen die Ebene von TT 
die Linien 5' und s" trifft. Dann läßt sich nach Gleichung (3b) jede 
Ebenengröße TT', welche der Verbindungsebene o' von s'' und 8" an- 
gehört, in der Form TT'-- V^i + ^ä'^Ts daisteUen, und lede Ebenen- 
größe, die der Verbindungs ebene e" von s" und :iS' angehört, in der 
Form TT"= Jl^'ng-I- V^4J ^ selbst ist abei, da es einei Ebene an- 
gehört, die durch die Schnittlinie von s' und 0" geht, \ou dei Form 
TT = i' TT' + 1" TT". Setzt man hierin die gefundenen Meite von TT 
und TT" ein und macht X' J.^' = ^i , i' ^^ = ^j ^ ' ^3' = ^s; ^' V = Ky 
so findet man in der Tat die Gleichung (47). 
Daraus aber folgt sofort weiter, daß: 

(48) \J\^T\^J\^T\^T\'] = Q. 

Denn setzt man in dem Produkte den Ausdruck für TT ein und 
multipliziert die Summe aus, so enthalten die einzelnen sich er- 
gebenden Produkte alle zwei gleiche Faktoren und verschwinden deshalb. 
Endlich möge noch eine . Bemerkung gestattet sein. Es kann 
befremden, daß durch Multiplikation dreier Ebenengrößen nicht ein- 
fach wieder eine Punktgi-öße, sondern eine Punktgröße, mit einem 
Paktor e behaftet, auftritt. Dieser Paktor ist deshalb hinzugefügt 
worden, weil das Produkt dreier Ebenengröfäen einen Schraubensinn 
in sich schließt, welcher der Punktgröße fremd ist und fremd bleiben 
muß. Man kann nun e = 1 setzen, damit ordnet man jedoch in be- 
stimmter Weise die beiden Schrauben s inne , Bechtsscbrauben und 
Links sehrauben, dem doppelten algebraischen Sinne, + und — , zu. 
Diese Zuordnung ist erlaubt, aber willkürlich. Sie kann indessen bei 
einer zablmäßigen Analysis gerichteter Größen gar nicht umgangen 
werden, denn die Wahl des Koordinatensysteme bedeutet bereits eine 
solche Entscheidung. Nur wird bei der von uns gewählten allgemeinen 
Sehreibweise das Resultat von dieser Wahl dadurch unabhängig ge- 
macht, daß der hinzugefügte symbolische Faktor die durch den Über- 
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gang von einem Rechts- zu einem Linksscbraubensystem in dem 
Zahlwerte hervorgerufene Änderung wieder aufhebt, indem er eben- 
falls sein Zeichen wechselt, wenn der Zahlwert es tut. Wenn wir 
nun e = 1 annehmen, so wird tj = e. Wir können dann über die 
gemeinsamen Werte dieser Größen noch verschieden verfügen. 
Erstens könnten wir versuchsweise: 

ffl-[ijk]-i 

annehmen, so <3aß das äußere Produkt dreier Vektoren eine reine 
Zahl wird. Daraus würde folgen; 6=0 und ij = 0, aber ebensogut 
auch e = 7] = — 0, so daß dieser Ansatz zu Widersprüchen führt. 

Zweitens können wir: 
(49) s-[Oijk] = l 

setzen, woraus dann auch »j = 1 folgt. Dann wird sowohl das Pro- 
dukt von vier Punktgrößeu wie das Produkt von vier Ebenengrößen 
eine reine Zahl, 

Man bezeichnet nun einen Zahlwert, der eines doppelten Vor- 
zeichens fähig ist und mit Raumgrößen in Zusammenhang steht, als 
einen Skalar.^) In den vorstehenden Entwicklungen haben wir zwei 
solche Skalare gefunden, den Zablfaktor einer Punktgröße und das 
innere Produkt zweier Vektoren. Diese beiden Skalare können wir 
als gebundene und freie Skalare unterscheiden. Wenn wir auf Grund 
der soeben erwähnten, an sich willkürlichen Festsetzungen noch 
weitere solche reinen Zahlwerte einführen, so haben wir diese als 
Skalare zweiter Art von den ursprünglichen als Skalaren erster 
Art zu unterscheiden. Sie haben im Gegensatz zu diesen die Eigen- 
schaft, ihr Zeichen zu wechseln, wenn die Raumgrößen, auf die sie sich 
beziehen, einer Spiegelung an irgendeiner Ebene oder einer Inversion 
am Koordinatenursprung unterworfen werden. Die Notwendigkeit 
einer solchen Scheidung hat F. Klein nachdrücklich hervorgehoben. 

Von den Skalaren verschieden sind die tensoriellen Größen, 
die nur einen absoluten Betrag, aber kein Vorzeichen zulassen. 
Hierzu gehört die Länge eines Vektors, der Inhalt einer Fläche usw. 



Sechstes Kapitel. 
Momentaüe DrehTingcn, 

Wir haben nun die methodische Analyse der Raumgi^ößen, so- 
weit sie für unsere Zwecke vonnÖten ist, erledigt und dtu-chbrechen 
jetzt die streng systematische Entwicklung, indem wir versuchen, 
die im letzten Kapitel gewonnenen Resultate, soweit sie die Produkte 

1) Die Bezeichnung riibrt her von HamiltoE (Leotures on Qnaternions, Art. 64). 
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zweier Ebenengrößen betreffen, auf die Kinematik des starren Körpers 
oder vielmehr des ganzen wie ein starrer Körper beweglich gedachten 
Raumes anzuwenden. Der Gedanke einer solchen Anwendung liegt 
nahe, haben wir doch schon von Rotationen, die eine Ebene in eine 
andere die erste schneidende Ebene überführen, und von Translationen, 
durch die eine Ebene in eine parallele übergeht, gesprochen. Aber 
dies war eine bloße Ausdrucksweise, um rein geometrische Verhältnisse 
möglichst ansehanlieh zu formulieren. Der wirkliche Übergang zur 
Kinematik ist mit eigenartigen Schwierigkeiten verknüpft, er ist 
überhaupt nur in beschränkter Weise möglich und muß mit großer 
Voi^icht ausgeführt werden. 

Wir wollen au den Begriff des Vektormomentes anknüpfen, den 
wir im vierten Kapitel für eine translatorische Liniengröße eingeführt 
haben und wollen diesen Begriff in entsprechender Umformung auch 
auf die rotatorische Liniengröße auszudehnen suchen. Das Vektor- 
moment für einen Punkt P war ein Flächenvektor, der, wenn die 
Liniengröße durch eine Strecke 8S' gegeben ist, durch das Dreieck 
SS'JP dargestellt wird, indem man sieh dieses Dreieck so umlaufen 
denken muß, daß der Sinn des Umlaufes in der Seite SS' mit dem 
Sinne der Liniengröße übereinstimmt. Der Zahlwert dieses Elächen- 
vektors läßt sich durch das Produkt 



geben, indem s die Länge der Strecke SS' und )■ den Abstand des 
Punktes P von der Linie dieser Strecke bezeichnet. Wenn wir nun 
von der translatori sehen zu der rotatorischen Liniengröße übergehen, 
so haben wir die Länge s durch den Sinus des Winkels zweier Ebenen 
zu ersetzen, während die Entfernung r des Bezugspunktes P von der 
Linie der Liniengröße, hier der Schnittlinie der beiden Ebenen, un- 
verändert bleibt. Das Produkt: 

(1) e = r ■ sin 6 

ist eine Länge, wir erhalten also jetzt einen Linienvektor, und zur 
völligen Festlegung des Vektormomentes ist noch die Richtung dieses 
Linienvektors zu bestimmen. Um dies zu tun, drehen wir, was erlaubt 
ist, die beiden Ebenen mit Beibehaltung ihres Winkels so um ihre 
Schnittlinie herum, daß eine von ihnen — und zwar soll es diejenige 
sein, die bei der Produktbildung an erster Stelle steht — durch den 
Bezugspunkt P hindurchgeht, die Richtung des Vektors ist dann durch 
das Lot auf der Ebene im Punkte F gegeben, in dem Sinne genommen, 
der nach der zweiten Ebene hinweist. Wir woUen zeigen, daß auf 
Grund dieser Festsetzungen sich für die Komponenten des Linienvektors 
genau analoge Ausdrücke ergeben, wie sie für die Komponenten des 
Flächen Vektors, der das Vektormoment einer translatorischen Linien- 
größe bildet, die drei ersten der Gleichungen (25) [S. 47] enthalten. 
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Zu dem Zwecke denken wir uns die beiden Ebenen, welche die 
rotatorische Liniengröße liefern, dureli die Gleichungen: 

4'^ + v'y + S'^ - ß'= Ö 

gegeben, in deuen wir: 

voraussetzen. Wir beachten nun, daß c = r-sine nichts anderes ist 
als der Abstand des Punktes P von der zweiten Ebene. Sind also 
X, y, s die Koordinaten dieses Punktes, so wird: 

(2) l'a: + ,'» + ?«- 6'--«. 

Weil aber P in der ersten Ebene liegen soll, ist hierzu die Gleichung 
hinzuzufügen: 

(3) lx-^^y + ^F.-^ = Q. 
Nun wollen wir beachten, daß: 

jü=|e'-|'9, y=i;0'^VÖ, w==^6'-5'9, 
'^ ' Ip=>j5'-V&, \-i^-^l, r=|V~l'^ 

die Koordinaten der rotatorischen Liniengröße sind. Dann lassen sich 
aus den Gleichungen (2) und (3), indem man sie erst mit | und |', 
sodann mit i; und if, endlich mit § und £' multipliziert und darauf 
jedesmal Toneinander subtrahiert, die folgenden Gleichungen ableiten: 

Ic^ = ü— fj/ + qs, 
ct; = T— ps + r«, 
cg=w- qa:+ pi/. 
Die linken Seiten dieser Gleichungen geben die Komponenten des in 
der angegebenen Weise festgelegten Liuienvektors an, der das Vektor- 
moraent der rotatorischen Liniengröße repräsentiert. Dieses Vektor- 
moment entbehrt aber hiei emei natürlichen und ungezwungenen 
Deutung, denn der Abstand des Punktes P von der zweiten Ebene 
wird nicht mit der Richtung zusammengenommen, in der er wirklich 
gemessen wird, sondern muß auf die zu der ersten Ebene senkrechte 
Richtung übertragen weiden 

Diese Unzuträglichkeit vei&chwmdet nur dann, wenn der Winkel 6 
zwischen den beiden Ebenen unendlich klein angenommen wird. Dann 
können wir den Sinus des sehr kleinen Winkels ff mit dem zugehörigen 
Bogen des Einheitskreises zusammenfallen lassen, so daß nun: 

(6) c =- rö 

wird. Dies ist aber die Strecke, die der Punkt P bei einer Drehung 
um die Linie der rotatorischen Liniengröße durch den unendlich kleinen 
Winkel ö wirklich beschreibt, und die Richtung, die wir dem Linien- 



y Google 



72 Secbstes Kapitel. Momentane Drehungen. 

Tebtor gegeben haben, stimmt mit der Bewegungsrichtung des Punktes P 
bei dieser Drehung ebenfalle überein. Der Linienvektor hat also jetzt 
die einfache Bedeutung, daß er die Verschiebung des Bezugspunktes P 
bei der durch die rotatorische Linieugröße dargestellten unendlich 
kleinen Drehung der Größe und Richtung nach liefert. 

Um die Unbequemlichkeit des Operierens mit unendlich kleinen 
Größen zu vermeiden, scheiden wir aus diesen allen einen unendlich 
kleinen Faktor t aus. Diesen können wir als die sehr kurze Zeit, 
in welcher die sehr kleine Drehung stattfindet, deuten. Machen wir dann: 

(7) 6 = OD ■ TT, 

so bedeutet m die Winkelgeschwindigkeit der Drehung, und setzen 
wir ferner: 

(8) ci = xt, crj = iJT, €% = kt, 

so sind X, y, k die Komponenten der Gr es ch windigkeit des Punktes 
und werden, wenn wir mit dt das Differential der Zeit bezeichnen, 
in der gewöhnlichen Schreibweise: 

,-, . dx . dti . du 

^ ' dt ^ dt dt 

Endlich machen wir: 

(10) ij = ur, Y = vr, w = wt, p =- pr, rj = qi^, "r = rr 
und können dann die Gleichungen (5) in der von Euler') herrührenden 
Form niederschreiben; 

|a;=u-ry + q.j, 
(1.1) y = V — ps + ra:, 

I £■ =- w— qa:+ pi/, 
wozu die identische Beziehung 

(12) pu + qv + rw = 

hinzutritt. Dies sind die grundlegenden Gleichungen, von denen wir 
für das Weitere auszugehen haben. Wir nennen u, v, w, p, q, r die 
Koordinaten der Drehung. Ihre Winkelgeschwindigkeit ra ist aus 
Iben mit Hilfe der Gleichung co=7/p^ +q^+r^ zu bestimmen. 
Zunächst wollen wir nun die Frage beantworten, wie sich die 
darstellt, zu der sieh zwei gleichzeitige Drehungen zu- 
Hierzu benutzen wir das folgende Prinzip: wenn 
während der sehr kurzen Zeit dt die Koordinaten x, y, s eines 
Punktes P infolge der einen Drehung sich um 

d^x, d-^y, di^ 
vergrößern, und infolge der anderen Drehung um 
d^x, d^y, d^z, 

1) Decouverte d'nn nonveau piineipe de möcaaique, Mcmoires de rAoade'mie 
de Berlin VI, Annee 1750 (1752), p. 185. 
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80 sind die Veränderungen, welche sie durch die beiden Drehimgen 
zusammen erfahren: 

(13) dx = d-iX + d^x, dy = d^tj + d^y, dg = d^s + d^s. 

Dividiert man alle diese Koordinateaänderungen durch die Zeit dt, 
in der sie erfolgen, so erhält man die Komponenten der Teil- 
gesell windigkeiten und der resultierenden Geschwindigkeit. Faßt man 
diese Geschwindigkeiten als Vektoren auf, deren Komponenten dann 
die Geschwindigkeitskomponenten sind, so sieht man, daß die Zusammen- 
setzung der Geschwindigkeiten dieselbe Regel wie die Addition der 
Vektoren befolgt; man. bezeichnet diese Regel hier als das Parallelo- 
gramm der Geschwindigkeiten, 

Drücken wir nun gemäß den Grundgleiehungen (11) die zu- 
sammenzusetzenden Verschiebungen aus wie folgt: 

d^x = (u^- Y^y 4- <iie)dt, ^2^; = (uj — rg«/ -F q2^)dt, 
dj^y = (t^ — Pj^ -|- r^x) dt, ä^y = (vg — p^s + v^x) dt, 
d^s^ (Wi— (\^x -f- Pi»/) dt, d^s = (ws - <\^x -h Pj)/) dt, 
so sehen wir sofort, daß wir, indem wir: 

1 11, + u. = u , V, -I- v„ = V, w, + w, = w, 
IPi+Ps = P, qi+%=q. r,-Fr, =r 
setzen, für die Komponenten 

äx . dy . de 
dt' " dt dt 

der resultierenden Geschwindigkeit Gleichungen TOn genau derselben 
Gestalt wie (11) erhalten. Nur haben u, t, w, p, q, r ihre Bedeutung 
verändert, indem sie sich nicht mehr auf eine Drehung, sondern auf 
die aus zwei Drehungen zusammengesetzte Bewegung bezieht. Dem- 
entsprechend hört die Gleichung (12) i. a. auf zu gelten. Es ergibt 
sich vielmehr aus den Gleichungen: 

U1P1+ "^i1i+ Wir^= 0, U3Pij+ V2f|2+ wa-£ = 0, 
daß: 

(15) up + vq + wr 

= {^1 + "0 (Pi + P.) + {^1 + ^2) i<iL + qO + (^1 + Wa) (rj + r,) 
= u^pä -I- Vi q. + w^rg + PjUg -h q^Vg -i- r^Wg, 
also gleich dem gegenseitigen Momente der rotatorischen Liniengrößen 
wird, welche die beiden Drehungen repräsentieren. Wir wollen diese 
Größe einfach als das Moment der resultierenden Bewegung bezeichnen. 
Sie verschwindet nur dann, wenn die Linien der beiden Liniengrößen, 
d. h. die Achsen der beiden Drehungen in einer Ebene liegen. Dann 
stimmen die herauskommenden Gleichungen mit den Gleichungen (11) 
nicht bL'ß in der Form, sondern auch in der Bedeutung der Koeffi- 
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zienten überein. Die resultierende Bewegung ist dann wieder eine 
Drehung, und wir sehen somit, daß zwei Drehungen sich wieder zu 
einer Drehung dann und nur dann auaammensetzen, wenn ihre Achsen 
entweder sich schneiden oder zueinander parallel sind. Wir wollen 
in diesen beiden FäUen die resultierende Drehung näher zu beatlmmen 
suchen. 

Wenn die Achsen der beiden Drehungen sich schneiden, so ist 
es am einfachsten, den Schnittpunkt in den Koordinatenursprung zu 
legen. Dann wird in den vorigen Formeln: 

u^ =0, Vi = 0, Wj = 0, 

u^ =0, Va - 0, w^ = 0, 
denn da der Koordinatenursprung auf beiden Rotationsachsen liegen 
soll, mflssen für ic =■ 0, y = 0, .? = die Verschiebungstomponenten 
d^w, ä^y, dyg und c\x, d^y, ä^s verschwinden, was zu den vorstehenden 
Gleichungen führt. Aus diesen folgt aber, daß auch: 

u = 0, v = 0, w = 
wird, während: 

P = Pj + Pa; q = qi+qs' r-r^+rg 
bleibt. Trägt man auf der Achse einer jeden Drehung vom Koordi- 
natenursprung aus, der auf dieser Achse liegt, eine Strecke ab, welche 
die Winkelgeschwindigkeit der Drehung mißt und mit dem Sinne 
dieser Drehung gleichstimmig ist, so kann man dergestalt die Drehungen 
um den Koordinatenursprung geometrisch durch Vektoren darstellen, 
und man setzt dann zwei solche Drehungen zu einer zusammen, indem 
man die sie darstellenden Vektoren addiert, d.h. die Drehungen um 
einen Punkt vereinigen sich nach dem Parallelogramm- 
gesetze. 

Sind die Achsen der beiden Drehungen parallel, so können wir 
sie parallel zur s-Achse in der 3;s-Ebene des Koordinatensystems an- 
nehmen. Die Komponenten der Verschiebungen eines beliebigen 
Punktes P sind dann von der Form : 

( <l.x = — ra.w äi, d.y = ca, f« — X-:)dt, d.ii = 0, 
^ -^ I d^x = - (o^y dt, d^y = Oj {a; — x^) dt, (?_ =- 
wenn a^ und x^ die Abstände der Rotationsachsen von dei 4chse 
und «1, Og die Winkelgeschwindigkeiten der Drehungen sind Denn 
die Verschiebung ist, in einer Parallelebene zur xy Ebene, senkrecht 
zu dem aus dem Punkte F auf die Drehachse gefällten Lote und, wenn 

r,^y(x-x,)^+"y^ (i-1,2) 

die Länge dieses Lotes ist, an Größe —riOii. Es wird somit jetzt: 

■u^=0, Vi = -OTia:j, Wi = 0, p, = 0, q, = 0, ii^co^, 

(^*'^'^ Ti,^0, V, c^,x„ w^ = 0, p,= 0, q^ = 0, r, = «s. 
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Daraus folgt für die resultierende Drehung; 

u = 0, V = — raar, w = 0, p = 0, q = 0, r = m, 
indem wir: 

(16c) »_„,+ „,, «-"i^i^ 

setzen. Die Winkelgeschwindigkeiten sind hierbei positiv genomiaen, 
wenn der Drehsinn positir für die positive Richtung der s- Achse ist, 
also von der positiven ^r-Achse zur positiven (/-Achse führt, und 
negativ im entgegengesetzten Falle. Wir finden somit für die resul- 
tierende Drehung wieder eine Drehung am eine zur s-Achee parallele 
Drehachse, die der a^s-Ebene angehört. Es setzen sich also zwei 
Drehungen um parallele Achsen zu einer Drehung um eine 
gleich gerichtete Achse zusammen, die <ier Ebene der beiden 
ersten Drehachsen angehört. Die resultierende Dreh- 
geschwindigkeit ist die algebraische Summe von den Dreh- 
geschwindigkeiten der Teildrehungen. Aus dem Ausdrucke 
für X folgt: 

Daraus sieht man, daß die Achse der resultierenden Drehung 
den Abstand der Achsen der Teildrehungen im umgekehrten 
Verhältnisse der zugehörigen Drehgeschwindigkeiten teilt, 
und zwar innerhalb, d. h. zwischen den beiden Achsen, wenn die beiden 
Teildrehungeu gleichsinnig sind, dagegen außen, wenn sie entgegen- 
gesetzten Sinn haben, und zwar liegt die resultierende Achse dann 
auf der Seite derjenigen Achse, zu der die größere Dreh gesch windigkeit 
gehört. Die Drehungen um parallele Achsen befolgen so in ihrer Zu- 
sammensetzung ein Gesetz, das dem Archimedischen Hebelgesetze 
durchaus analog ist. 

Die für die Vereinigung dieser Drehungen gegebene Regel vor- 
sagt, wenn die Dreh gesch windigkeiten um die parallelen Achsen gleich 
sind, aber in entgegengesetztem Sinne erfolgen, also ajs = — % wird, 
und dieser Spezialfall verlangt deshalb eine gesonderte Behandlung. 
Man sieht aus den Formeln (16a) und (13) sofort, daß in diesem 
Falle die Komponenten der resultierenden Verschiebung die folgenden 
Werte erlangen: 

äx = 0, äy = ca^ (»'g — Xj), dz = 0. 

Die Verschiebungen aller Punkte sind also gleich groß und gleich 
gerichtet, nämlich senkrecht zu der Ebene der beiden parallelen Dreh- 
achsen. Die Größe der Verschiebung wird bestimmt durch das Pro- 
dukt aus der Drehgeschwindigkeit der beiden Drehungen und dem 
Abstände ihrer Achsen. (Der Sinn der Verschiebung ist sofort in der 
Richtung gegeben, nach der sieh ein Punkt zwischen den beiden 
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Drehachsen infolge jeder der beiden Drehungen bewegt) Wir er- 
halten so als die Eeaultante zweier entgegengesetzt gleicher Drehnngen 
um parallele Achsen, die wir nach Poinaot^) als ein Rotations- 
paar bezeichnen, eine einfache Translation. Die Größe dieser 
Translation heißt das Moment des Rotation sp aar es, sie ist gleich 
dem Produkt aus der Geschwindigkeit der heiden Rotationen und 
dem Abstände ihrer Achsen. 

Nachdem wir die besonderen Fälle der Zusammensetzung zweier 
Drehungen erledigt haben, wollen wir jetzt zu dem allgemeinen Falle 
zurückkehren und nachweisen, daß sich jede momentane Bewegung 
eines starren Körpers aus zwei Drehungen zusammensetzen ^Bt.^) 
Diese Zusammensetzung gründet sich auf das bereits benutzte Prinzip, 
das sich in dem sogenannten Parallelogramm der Geschwindigkeiten 
ausspricht und in allgemeiner Passung lautet: Das Resultat gleich- 
zeitiger unendlich kleiner Bewegungen ist dasselbe, als ob diese Be- 
wegungen nacheinander ausgeführt worden wären, in irgendwelcher 
Reihenfolge. Zwei gleichzeitige Bewegungen können in Wirklichkeit 
nur dann konstatiert werden, wenn der bewegte Körper einem Systeme 
angehört, innerhalb dessen er sich bewegt, und das seinerseits in 
Bewegung begriffen ist. Es verbietet aber nichts, in Gedanken ein 
solches System nach Belieben einzuschieben, um dadurch die Be- 
schreibung der Bewegung, auf die es ankommt, möglichst einfach 
oder anschaulich zu gestalten. 

Wir beweisen zunächst, daß sieh jede momentane Bewegung 
eines starren Körpers aus einer Translation und einer Rotation zu- 
sammensetzen läßt.') In der Tat brauchen wir uns nur ein System 
eingeschrien zu denken, m dem em beliebiger Punkt des Körpers 
unverändert seine Lage beibehalten muß i nd das seinerseits nur eine 
Parallelvers chiehun^ eile den kinn um die Richtigkeit des Satzes 
einzusehen Nich dem zugrunde gelegten Prinzip haben wir dann 
dem Korpei zuerst die Piiallelvei schiel ung zu eiteilen, die das ein- 
geschobene 'System eifahit und daiinf dt Diehung, die er gegen 
dies bewegliche 'lysten aisfuhit aus d e en beiden Bewegungen setzt 
sich dann die wiikhche Bewegung zusammen Die Komponenten der 
Parallelvei Schiebung seien 

1) Thöotie nouvelle de la rotatiOE des coii s 18S4 A! g druckt in Liouvilles 
Journal de math. \'\ 1 1861 I p du t in den ersten 1 iragraphen geg-ehene 
Entwicklung enthält fast genau den im ob gen ve folgten Uedankengang. 

2) 1 gl A F Moebme über die Zusammen'ietzong unendlich kleiner Drehungen, 
Joum. f. Math hggb v Crelle 13 (1838) p 1&9 Weike I p 645, und die sehr 
reichhalt gp Arbeit von Cbasles Comptes Bendne Ib (1813) p, 420; Propriötiäs 
göomötriquea relatives au mouvenient inüniment petit dun covps BoUde. 

3) Dieses Prinz p hat schon Euler n il en se neu Atbeitcn über die Be- 
wegmig de^ Btairen Eörpeia verfolgt zuci t m der ^oi ntia Navalie, Peters- 
burg 1749. 
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d'x = udt, ä'y = vdt, d's — wdt. 
Wählen wir mm für den in dem eingeschobenen System festbleibenden 
Punkt des Köi-pera denjenigen, der bei Anfang der Bewegung im 
Koordinatennrepmnge liegt, so werden, da jede Drehung um eine 
Drehung um eine durch gehende Achse ist, die Komponenten der 
Verschiebung, die ein beliebiger Punkt (x, y, z) infolge dieser 
Drehimg erfährt; 

d,"x= {(\s—Ty)dt, d" y ^ (r X — II e) dt, d" s ^ {'p y — qo>) dt. 
Die Komponenten der resultierenden Verschiebung: 

dx = d'x 4- (^"j/j '^y = ^'y + ^"y! <^^^ "^ '^''^^ + '^"■^ 

sind dann, durch die zugehörige Zeit dt geteilt, wieder durch Aus- 
drücke von der Form (11) gegeben, so daß durch diese Gleichungen 
wirklich die allgemeinste momentane Bewegung eines starren Körpers 
dargestellt wird. 

Es lohnt der Mühe, dies noch auf eine andere Art nachzuweisen. 
Das Produkt aus einer Ebenengröße TT und einem Punkt P ist eine 
lineare Funktion von den Koordinaten x, y, s dieses Punktes. Wir 
hatten gefunden (Gleichung (31) im 4, Kapitel): 

[nP] = (ga^ + ,);/ + U-Ö)e. 
Dieses Produkt muß aber bei einer Bewegung des wie ein starrer 
Körper angesehenen Raumes seiner geometrischen Bedeutung nach in 
ein gleichgroßes Produkt: 

[n'p'i-(rai'+,vy+s'«'-9')s 

übergehen. Die Beziehung zwischen den ursprünglichen Koordinaten 
X, y, z und den transformierten a/, */, s' ist also derart, daß jede 
lineare Funktion der ersteren in eine lineare Funktion der letzteren 
übergeht. Sie muß demnach durch lineare Tran sformationsgleichun gen 
vermittelt werden, und eben solche Gleichungen ergeben sich auch 
für die Komponenten: 

8x = ^ — X, Öy -^ ij — y, hs = d — z 

der Verschiebung, die ein beliebiger Punkt erfährt, sagen wir: 

8x=^a-Vda.^-x+ da^-y + 6ag-s, 

6p=dh + db^-x + db^-y + dh,-z, 

ö« =dc + äc^x + 8q -y + dcs-z. 

Bilden wir dieselben Gleichungen noch einmal für einen Punkt, dessen 

Koordinaten x^, y^, Sj seien, und subtrahieren darauf die beiden. 

Gleichungssysteme, so ergibt sich, indem wir: 

setzen: 



y Google 



öa, = 0, #fts = 0, ÄC3 = 0, 


da„_ = — 8b^, 6c^ = - 


folgt. Schreiben wir jetzt: 




Öa = udt, Sh^Ydt, 3c = -^ 


x-dt, dc^^])dt, da^ 


dx = dx, 
so wird wieder: 


Sy = dy, dß - d^, 
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dt)=S\TC + dJ^ t) + *tsä, 

Sollen nun die Transformationsgleiehnngen einer Bewegung ent- 
sprechen, BO folgt aus der Konstanz der Entfernung zweier Punkte, daß: 

(I + «Ö' + (1) + ««)' + (ä + «ä)' - f + !)■ + ä' 
sein muß. Wenn nun die Verschiebung aller Punkte unendlich ge- 
ring ist, so entsteht aus dieser Gleichung bei Vernachlässigung der 
unendlich kleinen Größen zweiter Ordnung: 

Multiplizieren wir aber die vorhergehenden Ausdrücke für d%, di), dj 
der Reihe nach mit 5, 5, j und setzen die Summe = 0, so sehen 
wir, daß daraus: 



= qdt, äbj^ = Ydt, 



dx = {n — i: y -\- qs) dt, 

dy ^(j —^s-\-rx)ät, 

äs =» (w — qa; + p )/) dt. 
Soll nun die durch diese Gleichungen dargestellte allgemeine 
Bewegung aus zwei einfachen Drehungen zusammengesetzt werden, 
so haben wir wie in den Gleichungen (14): 

U = Uj + Us, Y = Vi + V^, w = Wj -f Wj, 

P - Pi + Ps. 1 - qi + q., r =- r^ + r. 
zu setzen, wozu noch die Bedingungen: 

■^1 Pi + Ti q^ + w, ri = 0, Ua i\_ + v^ q^ + w^ r^ = 
gehören. Diesen acht Gleichungen läßt sich durch die zwölf Größen 
Uj . . ., u^ . . . auf unendlich mannigfache Weise genügen, und zwar 
wollen wir zeigen, daß sich die Achse a^ einer der beiden Drehungen 
beliebig annehmen läßt, daß daim aber dadurch die Achse «j der 
anderen Drehung und von beiden Drehungen Größe und Sinn ein- 
deutig bestimmt sind. Zu dem Zwecke führen wir eine Drehung mit 
der Drehgeschwindigkeit 1 um die als gegeben vorausgesetzte Dreh- 
achse % ein, die Koordinaten dieser Drehung: 

können wir dann ebenfalls als gegeben ansehen und weiter: 
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setzen, indem wir mit ta^ die noch unbekannte Drehgeechwindigkeit 
der Drehung um «j bezeichnen, welche die erste Komponente der 
gegebenen Bewegung bilden soll. Die Koordinaten der die zweite 
Komponente bildenden Drehung werden dann: 

I U„ = U — (0, Un, Vo = V — O, Tn. W, ^ W — CO, W™, 

!Ps=P — «iPu, qs^q-cilo, ra=r-cjjro. 
Setzen wir diese Werte ein in die Gleichung: 

(15) up + V q + wr = u,p3+ Vj q^ + w, r^ + P1U2+ qj v^ + r^w^, 
so wird sie: 

(18) up + yq + w): = (a,(upo+ vq,+ wr,+ pii,+ qV(, + rwo), 

Hieraus bestimmt sich dji, und wenn dieses bekannt ist, berechnen 
sich aus den Gleichungen (IT) die Koordinaten der zweiten Drehung. 
Die Gleichung (18) gestattet aber noch eine besondere Ausdeutung. 
Bezeichnet man mit X,,, y^, S^^ die Koordinaten eines Punktes der 
Achse %, so ist: 

"0 == ^0 J/o - qo h, "»'o = Po ^0 - r« X^, Wo =- q^ Xo - Po y^, 
und es werden die Komponenten der Geschwindigkeit dieses Punktes 
nach den Koordinatenachsen: 

^o=iJ-r«/o+ q^o- 2/0="^ -p2(,+ rSj,, >o="^-q^o+ P!/o- 
Für die Komponente der Bewegung nach der Achse % selbst finden wir: 

^1 - ^0 Po + % qo + K i'o 
oder ausgerechnet: 

«1 = n Po + V qo + w r^ + p Uu + q Vo + r W(,. 

Der Wert dieser Komponente ist also für alle Punkte von a^ derselbe 
und kann füglich als die Verschiebung der Achse in sich be- 
zeichnet werden, während die Drehung um die Achse a^ mit der 
Winkelgeschwindigkeit a>^ anzusehen ist als die Drehung um die 
Achse, die in der vorgelegten momentanen Bewegung enthalten. 
Durch Einführung von t, geht aber die Gleichung (18) über in die 
einfache Form: 

(18a) up + Yq + wr^ra^Tj, 

und es ergibt sieh der von Chasles gefundene Satz: Bei jeder 
momentanen Bewegung ist das Produkt aus der <j-i:'6^& der 
Verschiebung in einer beliebigen Achse a^ und der Größe 
der Drehung um diese Achse konstant und gleich dem 
Moment der momentanen Bewegung. 
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Die Bestimmung von «i wird nur dann illusorisch, wenn die 
gegebene Drehachse derartig gewählt ist, daß: 

(19) npo+ vq,,+ W1-0+ pUo+ qv„+ rwo^ 

wird. Diese besondere Lage der Drehachse wollen wir dadurch aus- 
drücken, daß wir sagen, sie bildet eine Nullinie der Bewegung. 

Eine Parallel Verschiebung oder Translation läßt sich ansehen als 
eiue Drehung, deren Achse in unendlicher Entfernung liegt. Aus 
dem gefundenen Satze, daß eine momentane Bewegung sich aus 
einer Drehung um eine gegebene Achse und einer dadurch 
eindeutig bestimmten zweiten Drehung zusammensetzen 
läßt, würde also ak ein bloßes Korollar der weitere Satz folgen: 
Jede Bewegung läßt sich zusammensetzen aus einer Trans- 
lation, deren Richtung gegeben ist, und einer dadurch ein- 
deutig bestimmten Rotation. Wir woUen diesen Satz aber auch 
direkt beweisen. Die momentane Bewegung denken wir uns durch 
die allgemeinen Gleichungen (11) gegeben. Die vorgelegte Richtung 
der Translation sei durch die Winkel X, fi, v gegeben, die sie mit 
den positiven Koordinatenrichtungen einschließt. Ihre Geschwindig- 
keit sei mit 9- bezeichnet. Die Komponenten der Geschwindigkeit 
werden dann: 

^cosl, S-cos/i, ©■cosv. 

Kiigen wir hierzu eine Drehung mit den Koordinaten: 

u',. v', w', p', q', r', 
so werden die Komponenten der resultierenden Geschwindigkeit: 

:c = (u' + S- cos J.) — r' j/ + q' g^ 

jr == (-v' +9- cos n) — ^' g -\- r' x, 

s = (w' -|- ö' cos v) — q'a: + p' y. 

Sollen diese Gleichungen mit den Gleichungen (11) identisch sein, so 
folgt hieraus zuimchst, daß: 

p' = p, q'=q, r'=r 

wird. Die Achse der Drehung hat also stets ein und dieselbe bestimmte 

Richtung. Ferner wird: 

u = u' -j- S- cos 1. Y = t' 4- ■& cos fi,, w = w' -f- 5' cos V, 

imd da: r ,,,,,,, ^ 

u p' -f V q' + w' r' = 

sein muß, ergibt sich hieraus zur Bestimmung von & die Gleichung: 

(u — * cos i) p -f (v — d' cosfi) q -|- (w — * cosv) r =.0 

oder aufgelöst: 
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(20) ^= ^" + ^"+7 

*- / p CU3 1 + q tos fi + r cos V 

Der Zähler dieses Bruches ist das Moment der Bewegung, der Nenner 
die Projektion einer auf der Rotationsachse ahgetragenen Strecke, die 
gleich der Rotations geschwindigkeit ist, auf die Richtung der Trans- 
lation. Ist aber %■ gefunden, so sind auchn', y', w' eindeutig be- 
stimmt, da: 

(21) u' = u — 3' cos X, v' = V — 0' cos fi, w' = w — # cos v 

wird. Hiermit ist der Satz, dem diese Betrachtung galt, bewiesen. 
Die Formeln versagen nur, wenn d = oo wird, und dies ist der Fall, 
wenn: 

(22) p cos ^ + q cos /i -f r cos v = 

wird, also die Kichtuug der Translation normal zu der Richtung der 
Rotationsachse ist. Auf diesen Fall läßt sich somit die in Rede 
stehende Reduktion nicht ausdehnen. 

Es liegt nun der Gedanke nahe, insbesondere den Fall zu betrachten, 
wo die Richtung der Translation dieselbe ist wie die Richtuug der 
Rotationsachse. Führen wir in diesem Falle die Winkelgeschwindigkeit; 



der Rotation ein. 


so wird: 




imd somit: 
(20.) 


oosl-|, 


COS ft = -^J cos 

up+qT+rw 


Dann ergibt sich 


gemäß (21) 


weiter: 


(äla) «'- 


u-*p, V 


_v-Sq, V 


indem wir setzen 
(23) ' 


i-» 


up+q»+rw 



,Hq' + ^* 

Wir finden so, wieder als Korollar des letzten Satzes, den folgenden 
Satz: Jede momentane Bewegung, die nicht selbst eine 
Rotation oder Translation ist, läßt sich auf eine einzige 
Weise zusammensetzen aus einer Rotation und einer Trans- 
lation, welche der Achse der Rotation parallel gerichtet ist. 

Für eine solche Bewegung, welche aus einer Drehung um eine 
Achse und einer gleichzeitigen Gleitung längs dieser Achse besteht, 
gibt es aber ein einfaches Wort: wir nennen sie eine Schrauben- 
bewegung oder Schraubung, und der letzte Satz läßt sich somit 
viel einfacher formulieren: Jede momentane Bewegung ist eine 
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ScliraubuDg.^) Bei einer Fortsetzung der zunäclist nur für eine 
uaendlieh kurze Zeit gefundenen Schranbung durch eiue endliehe Zeit 
mit gleichbleibender G esebwindigkeit würden alle Punkte Schrauben- 
linien mit derselben Achse und derselben Ganghöhe beschreiben. 
Die Ganghöhe ergibt sich als die Größe der Translation, die einer 
vollen Umdrehung entspricht, also in der Umdrehungszeit T ~—^ 
der Rotation erfolgt. Da die Größe der Translation in der Zeit T 
den Betrag &■ T hat, so ergibt sich nach der Formel für k die Ganghöhe: 

(24) f/ = #3'=itco5'=2:rÄ, 

Die Zahl /,;, deren Angabe so die Ganghöhe der Schrauben- 
bewegung bestimmt, wollen wir den Schraubenparameter nennen. 
Derselbe ist nach der für ihn gegebenen Formel gleich dem Ver- 
hältnisse der Translationsgesehwindigkeit längs der Schraub enacLse 
zu der Rotati onsgeschwindigfeeit um diese Achse oder gleich dem 
Momente der Bewegung dividiert durch das Quadrat der mit dieser 
Bewegung verknüpften Rotationsgesehwindigkeit-^) 



Siebentes Kapitel. 

Kräfte und Dynainen. 

Die momentanen Drehungen, von denen wir im vorigen Xapitel 
ausgegangen sind, bilden eine kinematische Ausdeutung und Ver- 
wertung der rotatorischen Liniengrößen. Wir suchen nun eine 
ähnliche Anwendung der translatorischen Liniengrößen, um die 
dualistische Vollständigkeit wieder zu erreichen. Wir gelangen 
hierzu auf einem anscheinenden Umwege, der uns zunächst auf neue, 
über die bisher behandelten Größen hinausgehende Begriffe, schließ- 



1) Diesen Satz gab zuerst G. Mozzi in. einer kleinen Schrift: Discorso 
matematico sopia il lotameuto momeutaueo dei eorpi, Napoli 1T63. Der Se weis 
Mozzis ist aber nicbt richtig. Mit ausreichender Begrüadung Teröffeatliohte 
A. Canoliy denselben Satz, ohne Mozzis Arbeit zu kennen, in seinen BxeroiceB de 
mathömatiques 2, Paris 1827, p. 87, (Euvrei f2) " Paris ISSii p td 

a) Die vorstehend nur in einigen Hauptsätzen gestieifte geometiische 
Kinematik ist, wesentlich im Anschluß an Chasles Arbeit in Frinkreich zu einei 
um fang reichen Disziplin ausgebildet worden die man aus den folgenden Lehr 
büchom keimen lernen kann H. E^aal Traite de Pinematiqce pure 1862 
A. Mannheim, Pnncipes et d^veloppements de g^omötrie einematiqne 1814 
G. £önigB, Le^ous de cm^matique, 1897 Der methodische Charakter dieses 
Wissenszweiges, insbe-s^nilere die Beziehung /ur synthetischen Geometrie tntt 
ungemein klar hervor m dem Werke von A bchoenflies C eomftrie 1er Pe 
wegung in synthetiselier DarstiUung, Leij e g l■^'*f> 
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lieh aber ungefähr zu dem alten Standpunkte zurückfährt, so daß 
wenig gewonnen scheint. Ea ist aber durch das Bedürfnia einer 
prinzipiellen Klärung gerechtfertigt, diesen Weg einzuschlagen, da, 
wenn wir ihn nicht gehen, die Unterscheidung der geometrischen 
und physikalischen Betrachtung sich verwischt. 

Dadurch, daß man von Bewegung spricht, betritt man bereits 
das physikalische Gfebiet, denn die Untersuchung der Bewegung ist 
Aufgabe der Physik. Die Kinematik, die für das vorige Kapitel 
allein in Betracht kam, entfernt sich aber insofern trotzdem nicht 
Ton dem Gegenstande der Geometrie, als sie auf die Natur des Be- 
wegten in keiner Weise eingeht, sondern allein voraussetzt, daß sich 
die jedesmalige Lage an gewissen Merkmalen erkennen lasse, genau 
wie wir in der Geometrie auch mit Merkmalen der Lage operieren. 

Wenn wir die Dimensionen eines in Bewegung befindhchen 
starren Körpers als verschwindend gering voraussetzen, so ist bei 
einer Zerlegung der Bewegung in eine Translation und eine Rotation 
um einen Punkt des Körpers der letztere Bestandteil zu vernach- 
lässigen, und da gleichzeitig dami zur Charakterisierung des Körpers 
nur die Angabe der Stelle im Räume, an der er sich gei-ade befindet, 
erforderlich ist, stimmt diese Bewegung völlig mit der in der Geo- 
metrie häufig benutzten Bewegung eines mathematischen Punktes, 
durch die man eine Kurve erzeugt, überein. 

Anders aber liegt der Fall, wenn mau nicht von dem Träger 
der Bewegung völhg abstrahiert, vielmehr mit dem Begriffe der Be- 
wegung den Begriff einer Substanz verbindet, die bei der Bewegung 
erhalten bleibt. Dies bedeutet eine quantitative Bestimmung der Be- 
wegung, die zu der kinematischen Festlegung nach den in bestimmten 
Zeiten zurückgelegten Wegstreclten hinzukommt und die in der 
Newtonschen Bezeichnung durch das Wort Masse wohlbekannt ist. 
Bei dieser Auffassung ist der Vektor, der die Geschwindigkeit eines 
punktförmigen Körpers der Größe und Richtung nach darstellt, nicht 
mehr allein hinreichend, um die momentane Bewegung des Körpers 
zu charakterisieren, es ist außerdem eine Bestimmung nötig, die von 
dem bewegten Körper hergenommen ist. Der G esehwindigkeitsvektor 
tritt so in einer anderen Bedeutung auf, nicht mehr selbständig, 
sondern an einen materiellen Träger gebunden, und die Masse dieses 
materiellen Trägers tritt als Maß des "Vektors zu der Größe der Ge- 
schwindigkeit hinzu, so daß wir jetzt als die Bestimmung der Größe 
des Vektors das Produkt aus Masse und Geschwindigkeit zu ver- 
stehen haben. Ohne nun die Betrachtung auf einen solchen spezieUen 
Vektor zu beschränken, wollen wir allgemein den Begriff eines 
Vektors einführen, der an einen materiellen Träger von ver- 
schwindenden Dimensionen geknüpft ist, und einen solchen Vektor 
mit einem kurzen Worte als eine Kraft bezeichnen. Wir geben 
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damit diesem Worte die allgemeinste Bedeutung, die es in ptysi- 
kalisehem Sinne bei der Besehräiiknng auf die kleinsten Teile der 
Materie erhalten hat, indem wir ihn als eine Affektion eines solchen 
verschwindend kleinen Körpers hinstellen, die ihren mathematischen 
Ausdruck in der Angabe einer Große und einer Richtung findet. 

Wir setzen nun diesen dyiiamiseben Begriff sofort in Beziehung 
zu dem kinematischen Begriff, welcher die momentane Bewegung 
eines punktförmigen Körpers festlegt, nämlich dem Geschwindigkeits- 
oder T ran slations Vektor, Dies geschieht durch den Begriff der Arbeit. 
Hierunter wollen wir das innere Produkt f x V aus dem Kraft- 
vektor f und dem Translationsvektor v verstehen. Es ist also die 
Arbeit einer Kraft f, die an einem punktförmigen Körper angreift 
oder, wie wir auch sagen, auf diesen Körper wirkt, bei einer Trans- 
lation V des Körpers das Produkt aus der Größe der Kraft, 
der Größe der Yerscliiebung und dem Kosinus des Winkels, 
den ihre Richtungen einsehließen. Ist f die Größe der Kraft, 
vdt die Größe der Verschiebung, indem man sie sieh in der sehr 
kurzen Zeit dt erfolgend denkt, so wird die Arbeit 

(1) dW-fv<iOs{f,v)ät, 

und den Differentialquotienten -^ woUen wir dann als die Arbeits- 
leistung, d. h. die auf die Zeiteinheit verrechnete Arbeit, bezeichnen. 
Das Wort Arbeit hat in der angegebenen Bedeutung zuerst Coriolis 
eingeführt, nachdem der Begriff schon längere Zeit unter anderen 
Bezeichnungen bekannt gewesen war.^) 

Mehrere punktförmige Körper denken wir uns nun zu einem 
materiellen System verbunden, dann ist die Arbeit einer Reihe von 
Kräften, welche auf die einzelnen punktförmigen Körper oder 
„Massenpunkte" wirken, definiert als die Summe der Arbeiten 
aller einzelnen Kräfte bei den Verschiebungen ihrer Angriffspunkte, 
die aus einer Ortsänderui^ des ganzen materiellen Systems folgen. 

Wir denken uns in den folgenden Betrachtungen das materielle 
System als starres System, d. h. wir nehmen an, bei einer jeden 
Bewegung des Systems sollen die gegenseitigen Entfernungen seiner 
Massenpunkte unverändert bleiben. Dann sind die Komponenten der 
Verschiebung, die einer dieser Punkte in der sehr kurzen Zeit 8 t 
erfährt, von derselben Form wie die für die Verschiebung eines 

1) Du calcul de l'effet des machines, 1829. Geleg-eiitlich wurde das Wort 
gebraucht von Nayier in den Notes sur TArcliitecture hydraulique de Bßlidor 
1819 und von Prony im Memoire aur les Espöriences de !a macHne du 
GrOB-Caillon. Derselbe Begriff wurde bezeichnet von Smeaton als mechanische 
Kraft, von Carnot (Principes fondamentaux de IMijuilibre et du mouTement) 
als moment d'activitÖ, von Monge und Hachette als effet dynamique, von 
Coulomb (sur la foree des hommes) als quantite d'action. 
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Begriff der Arbeit. 85 

Punktes im starren Körper gefundenen Ausdrücke. Bezeichnen wir 
also mit x^, y^, ifp die Koordinaten des p"^ Masaenpunktes in dem 
starren Systeme, so können wir die Komponenten seiner Verschiebung 
in der Form ansetzen: 

I difp = (w— qxg -\- pys)ät. 
Sind nun X^, Y^, Z^ die Komponenten des Kraftvektora, der an 
diesem Massenpunkte angreift, so ist nach der Definition des Arbeits- 
hegriffes die Arbeit dieser Kraft bei der Verschiebung ( 
punktes durch den Ausdruck gegeben: 

(3) dW^^ X^Sx^ + Y^dtf^ + Z^Sb^, 

und die Arbeit für das ganze System wird dann: 



die Sumraation über alle Massenpunkte des Systems erstreckt. 

Setzen wir hierin aber die obigen Ausdrücke für die Ver- 
schiebungskomponenten ein, so ergibt sieh für die Arbeit: 

(ö) 8W^'^{X^x>. + YjY + Z^ w 4- Ljp + M^q + Ner)d(, 

wenn wir setzen: 

(6) Lp = Zjj/j~ Yp^p, M^ = J^s^-Z^x^, Nf = Ypa^^-Xjj/y, 

und weiter können wir den Ausdruck für die Arbeit auf die noch 
einfachere Form bringen: 

(7) (JT^ = |Xu + YT+Zw + Lp + Mq + Nr)ÄV) 
indem wir die Bezeichnungen anwenden: 

|X^2^X,, Y^^Y,, 2^2%' 

L ^ VLj, M^VMj, n = Vn^,. 

Die benutztp Bezeichnungsweise rührt von Poinsot^) her, die 
Bedeutung dei so daij,e8teUten Ausdrücke hat aber schon Lagrange^) 
klar heivoigehoben 

iBchiedene Kräftesysteme vorliegen, so können 



(8) 



wir uns die mateiiellen Systeme, auf die sie wirken, falls dieselben 

1) iloebiui Lehrb 1 Statik 1, § 181; F. Klein, Math, Ann. Bd. 4, p, 40; 

2) Llemonts de '^tatijue 1804. 

3) ilcLaniqie ar alvtiqup 1"8S, 1. partie, Section V, CEuvres, Tome XI. 



y Google 



86 Siebentea Kapitel. Kräfte und Dynamen. 

nictit Ton vornherein identisch sind, miteinander in starre Verbin- 
dung gebracht denken, so daß bei allen in Betracht gezogenen Be- 
wegungen nicht bloß die Abstände der Punkte eines nnd desselben 
materiellen Systems voneinander, sondern auch die gegenseitigen 
Abstände der Punkte verschiedener Systeme ungeändert bleiben. In 
diesem Sinne sollen künftig überall die Kräftesysteme verstanden 
werden, und da sonach ihre Angriffspunkte wie die Punkte eines 
einzigen unbegrenzt großen starren Körpers auftreten, so kommen 
wir damit anscheinend zu dem im vorigen Kapitel zugrunde ge- 
legten Begriffe eines wie ein starrer Körper beweglich gedachten 
Raumes zurück. Diese Anknüpfung der Kräfte an den geometrischen 
Raum ist jedoch nur in formaler Hinsicht erlaubt. In Wirklichkeit 
erfordert der Kraftbegriff eine andere Auffassung, man muß die 
Kräfte an einen bestimmten Raumteil knüpfen, der dadurch eben, 
daß man ihn als Träger von Kräften vorstellt, materiellen Charakter 
bekommt. 

Wollte man in diesen Worten den Ausdruck einer metaphysischen 
Doktrin, die unter der Bezeichnung als dynamische Theorie der 
Materie bekannt ist, wiedererkennen, so wäre dies nicht richtig. 
Denn von dem Standpunkte dieses Buches aus ist die Kraft nicht 
ein metaphysischer Begriff, sondern eine mathematische Konstruktion, 
die zum Zweck der Darstellung physikalischer Erscheinungen ein- 
geführt wird. In diesem Sinne allein hat es seine Berechtigung von 
einer Ueomeirie der Kräfte zu sprechen, indem wir die geometrische 
Seite des eingeführten mathematischen Kraftbegriffes zu erforschen 
suchen. Insofern aber der Kraftbegriff die Beschreibung physikalischer 
Erscheinungen zum Zweck hat, darf man den Angriffspunkt der 
Kraft nicht als einen mathematischen Punkt denken, sondern der 
Träger der Kraft hat physikalischen Charakter, er hat die Eigen- 
schaft des Eifahrungs mäßigen oder, wenn man will. Tatsächlichen 
als etwas einmal und unabänderlich Gegebenen. Dies hat auch dazu 
geführt, den von ponderabler Materie leeren Raum als Äther zu be- 
zeichnen, sobald man ihn als Träger von Kräften ansieht, auch wenn 
alle ihm zugeschriebenen Eigenschaften auf mathematische Kon- 
struktionen hinauslaufen. Wollte man den Namen Äther vermeiden, 
so würde doch der physikalische Raum, weil wir seine mathe- 
matische Charakterisierung in jedem Augenblick durch die sinnen- 
fälligen Erscheinungen als gegeben ansehen müssen, von dem geo- 
metrischen Räume, in dem wir nach Belieben und Willkür kon- 
struieren können, verschieden sein, und diese Verschiedenheit meinen 
wir, wenn wir dem Träger der Kräfte materiellen Charakter zu- 
schreiben. Diese Auffassung muß um so schärfer betont werden, als 
die folgenden geometrischen Entwicklungen ihr leicht zu wider- 
sprechen scheinen könnten. Für diese könnte man voraussetzen, daß 
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statische Äquivalenz. g? 

alle Kräfte an geometriacheü Punkten, die nur mit Beibehaltung 
ihrer gegenseitigen Entfernungen verändert werden, angreifen. Eine 
Bolclie Veränderung ist es, die wir als Bewegung bezeichnen. 

Wir nennen unter dieser Voraussetzung zwei Kräfte Systeme 
statisch äquivalent, wenn sie bei allen mögliclien Bewegui^en 
dieselbe Arbeit leisten. Der für die Arbeit abgeleitete Ausdruck (7) 
läßt dann erkennen, daß zwei Kräftesjsteme statisch äquivalent sind, 
wenn die durch die Formeln (8) eingeführten Summenauadrücke für 
beide übereinstimmen. Diese sechs Größen wollen wir die statischen 
Koordinaten der Kräftesysteme nennen. Wenn sie alle verschwinden, 
so sagen wir, das Kräftesystem sei im statischen I leichgewicht 

Es ist sofort zu sehen, daß, wenn ein Kräftesiatem aus Teil 
Systemen zusammengesetzt ist, seine statischen Koordinaten duich 
Addition der entsprechenden Koordinaten der Teilsysteme entstehen 
ferner, daß, wenn man die Richtungen aller Kräfte eines "Systems 
umkehrt, ohne ihre Größe zu ändern, die sechs statischen Koordi- 
naten einfach ihr Vorzeichen wechseln. Wir nennen das so hervor- 
gehende Kräftesyatem die Umkehrung des ursprünglichen. Dann 
können wir sagen: Zwei Zräftesysteme sind statisch äqui- 
valent, wenn das eine mit der Umkehrung des anderen 
zusammen ein System bildet, das im statischen Gleich- 
gewichte ist. 

Wir wollen nun zeigen, daß ein Kräftesystem in ein statisch 
äquivalentes Kräfte System übergeht, wenn man die Angriffspunkte 
sich in der Richtung der in ihnen wirkenden Kräfte beliebig verschoben 
denkt. Es treten dann an die Stelle der Koordinaten x^, y^, e^ des 
Q^'" Angriffspunktes die Werte: 

Xg + X^ Xp, y^ + l^ Yj, Bg + X^ Zp, 

wobei die X^ beliebig bleiben. Man sieht nun sofort, daß hierdurch 
nicht bloß die Koordinaten Xp, Yp, Z^, sondern auch L^, Mp, N^ 
keine Änderung erfahren. In der Tat ist ja z.B.: 

Z? {^s + ^Q ^e) - Yp (2f + Af Z?) = Ze y^ - Y^ 2„ = L^ 
unabhängig von dem Werte des l^. 

Stellt man die Kraftvektoren durch Strecken dar, deren End- 
punkte die Koordinaten x^l, y^ , e^' haben mögen, so wird: 

Sp = x^'~ x^, Yj -- y^~y^, Zp = Äp'— ^p, 

außerdem (vgl. Formel (7) im 4. Kap.): 

Lf = yq 0Q — «f y<>' Mp = ßi, x^ — Xi, g^, Np == x^ y^ — y^ x^. 

Die sechs statischen Koordinaten einer Kraft sind also keine anderen 
als die im vierten Kapitel eingeführten Koordinaten einer traus- 
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latorischeu Liniengröße. Damit sind wir in der Tat zu dem Begriffe 
dieser Linien großen zurückgelangt. Die Kräfte sind von diesen darin 
Terschieden, daß sie nicht von vornherein eine Verschiebung ihres 
Angriffspunktes in der Kraftrichtung gestatten. Nur in Hinsicht anf 
ihre statische Äquivalenz ist eine solche Verschiebung erlaubt, und 
in dieser Beziehung können sie daher als den trän slatori sehen Linien- 
größen gleichwertig angesehen werden. 

Dies wird von besonderer Bedeutung dadurch, daß wir bei einer 
solchen Anknüpfung der Kräfte an die Liniengrößen die sechs sta- 
tischen Koordinaten eines Kräfte Systems in einem einzigen Ausdrucke 
vereinigen können. Die Liniengröße war nämlich durch einen ana- 
lytischen Ausdruck gegeben, den wir für den vorliegenden Zweck 
achreihen: 

f, - X,[Oi] + Y,[Ojl + Z,[Ok] + L,[jk] + M,tki] + NJi-jl. 

Nehmen wir nun die Summe über alle so entsprechend den Kräften 
eines Kräftesysteras gebildeten Ausdrücke, so erhalten wir eine 
Summe von Liniengrößen, die wir darstellen können wie folgt: 

(9) ^f,, = X[Oi] + Y[0.j] + Z[Ok] + L[jk] + M[ki] + N[ij], 

wenn X, Y, Z, L, M, N die durch (8) definierten statischen Ko- 
ordinaten des Kräftesystems sind. Einen solchen Ausdruck wie den 
vorstehenden wollen wir eine Dynarae') nennen, und wir können 
dann sagen: Kräftesysteme sind hinsichtlich ihrer statischen 
Äquivalenz Dynamen gleichwertig 

Die Zusammensetzung zweiei Kraftesysteme zu einem einzigen ist 
gleichbedeutend mit der Addition dei zugehoiigen Dynamen zu einer 
einzigen. Sind zwei Kräfteeystemo zusammengenommen im statischen 
Gleichgewicht, so ist die zum emen gehoiende Dyname das Ent- 
gegengesetzte von der dem andeien entsprechenden Dyname, und die 
„Dyname Null" gehört zu den Kräfte Systemen, die an sich im 
statischen Gleichgewichte sind. 

Wir wollen nun den Begriff des Vektormomentes, den wir im 
vierten Kapitel für die translatori sehen Liniengrößen aufgestellt haben 
und dessen Umdeutong auf rotatorische Linien großen im vorigen 
Kapitel den Ausgangspunkt bildete, auch auf Kräftesysteme aus- 
zudehnen suchen.^) Die Komponenten des Vektorraomentes einer 



1) Die Bezeichnung rührt von Plueoker her, Fundamental viewa regarding 
mechauicfi Philos Transactiona 156 1866 p 561, Wiaa, Ähhdlgn. I, p. 548. 

2) Der Begnfi des Vektormomentee ist entwickelt worden von Gauchy, 
8ur le? momenti Imeiires Esercices de math^m. I, 1826, ffiuvres (2) Tome 6, 
p. 89. Durch leme Komponenten iefiniert spielt aber das Moment schon bei 
Pronv eine yrjßp Rille D pse stgi Jaß es l aplaoe zuerst aufgestellt habe 
(Prony leons le mecimne P'Jng I8t^ T r ^OO). 
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Vektormomcnt eines Kräfteejatems. 89 

Kraft des Systems für den Punkt mit den Koordinaten X, y, s werden 
nach den Formeln (25) des vierten Kapitels; 

Ij-Lj-Zjy + T,», 



»■ 



.M,-X,8 + Z,, 



Definiert man dann das Vektormoment eines Kräffcesystems tfiv einen 
Punkt als die Summe der Yektorraomente aller einzelnen Kräfte des 
Systems für denselben Punkt, so erhält man aus den vorstehenden 
Formeln durch Summation üher das Kräftesystem sofort die Kom- 
ponenten des Geaamtniomentes : 

I i = 2:is = L -Z»/ + Y«, 

(10) ^ = i:7j^ = M^Xg + 'la:, 

Da dieser Flächenvektor immer an den Bezugspunkt geheftet ist, so 
kann man seine Ebene durch diesen Punkt gehen lassen und so 
völlig festlegen. Ihre Gleichung wird dann, wenn x', y', z' laufende 
Koordinaten bezeiclmen: 

(11) |(a;'-a;) + ,(j/'-s) + S(«'-^)-0 
oder: 

(Ha) |a^'+ijy'+es'-0-O, 

indem wir noch: 

(12) Q = ix + riy ^ U = hx -V'^y + '^B 
setzen. 

Wir wollen weiter auch den Begriff des gegenseitigen Momentes 
zweier Liniengrößen auf die Kr'aftesystenie auszudehnen suchen,') Für 
die eine dieser Liniengrößen wählen wir die durch eine Kraft des 
Systems gegebene, für die andere eine dem Bezugspunkte des Vektor- 
momentes analoge Bezngslinie, d. h. eine Liniengröße von der 
Länge 1, die auf einer beliebig gegebenen geraden Linie des Baumes 
angenommen sei. Die Koordinaten dieser Liniengröße seien: 

(13) , ' , ' ■^ ■^' s ' 

l = ys'— sy', m = sx'~ xz, n = xy'— yx', 

wobei E^ + 5^ + 3^ = 1 vorauszusetzen ist; das Moment der p*-™ 
Systemkraft für die so festgelegte Linie wird dann: 

(14«) 0g = L^E + Met] + Njä + X^l -[- T^m -f Z^n, 
und durch Summation über alle Kräfte erhält man das Moment 
des Systems: 

(14) e = 2;ej, = Ls + Ml) + Nj -f Xt -f Ym + Zn. 

1) Vgl, Moebius' Lehrbvrcli der Statik § 59, Werke Bd. 3, p, 84. 
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Die geometrische Bedeutung dieses Momentes folgt aus der geo- 
metrischen Definition des gegenseitigen Momentes zweier Liniengrößen. 
Dasselhe wird gegeben durch das sechsfache Volumen des Tetraeders, 
von welchem zwei die Linien großen repräsentierende Strecken ein 
Paar Gegenkanten bilden. Nach Formel (37a) des vierten Kapitels 
für dieses seclisfaclie Volumen erhalten wir im vorliegenden Falle, 
wenn die p** Kraft des Systems die Größe M^ hat, während ihre 
Linie von der Bezu^linie den kürzesten Abstand elf, hat und sie 
unter dem Winkel <p^ kreuzt, für das in Rede stehende Moment den 
Ausdruck: 

(15) e-'^B,d,ün,r,. 

Zu beachten ist hierbei, daß der Bezugalinie ein bestimmter Rich- 
tungssinn zukommt, der durch den Sinn der in ihr angenommenen 
Liniengröße bestimmt ist. Die gemeinsame Normale der beiden 
Linien denke man sich mit dem Sinne behaftet, der yon der Bezugs- 
liuie fortführt. Der Winkel q)g ist dann positiv zu rechnen, wenn 
die Kraftrichtung aus der Richtung der Bezugslinie durch eine Drehung 
um die gemeinsame Normale entgegen dem Uhrzeiger hervorgeht. 
Projiziert man nun die Kraft auf eine zur Bezugslinie senkrechte 
Ebene, so wird die Größe der Projektion Bg'= E^amtp^, und ihre 
Richtung bedeutet einen positiven Drehsinn (entgegen dem Uhrzeiger) 
um die Bezugslinie, wenn M^' positiv ausfällt. Daraus folgt, daß das 
Gesamtmoment: 



(loa) e ^^li^!d>. 



einen positiven Drehsinn für den der Bezugslinie beigeschriebenen 
Richtungssinn involviert, wenn positiv, und einen negativen Dreh- 
sinn, wenn negativ ist. Hätte man der Bezugslinie von vornherein 
einen bestimmten Drehsinn beigelegt, in welchem Falle wir sie als 
eine Achse zu bezeichnen haben, dann hätten wir die Projektion jeder 
einzelnen Kraft auf eine zu der Achse senkrechte Ebene mit dem 
positiven oder negativen Vorzeichen zu nehmen gehabt, je nachdem 
sie mit dem Drehsinn der Achse übereinstimmt oder nicht, und 
hätten dann auch für das Gesamtmoment einen positiven oder negar 
tiven Wert gefunden, je nachdem es mit dem für die Achse angenom- 
menen Drehsinn übereinstimmt oder nicht. Der Begriff des Mo- 
mentes eines Kräftesystems für eine gerade Linie ist von Poinsot 
ausgeprägt worden.') Auch die folgende Betrachtung geht wesentlich 
auf ihn zurück. 

1) Memoire sur la compositioa dos momeats et des aires, Journ, de l'Eeole 
poljtecIiniqiLe, Cah, XIII, 1806, H^m. de l'Acad, VII, den spätefcii Auflagen der 
Elßments de Statique als Anhang beigegeben. 
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Wir wollen jetzt näher untersuchen, in welcher Abhängigkeit 
voneinander die Werte des Momentes stehen, die sich für die durch 
einen bestimmten Punkt P des Raumes gehenden Achsen ergeben. 
Wir setzen zu dem Zweck in den Ausdruck (14) die Werte (13) ein 
und sehen dabei die Koordinaten x', y', s' als veränderlich, die Ko- 
ordinaten X, ?/, als fest an. Dann können wir den sieh ergebenden 
Ausdruck für schreiben: 

(16) = (L-Z?, +Ts)^'+(M-Ss + Z^)y'+(N-Ya; + X!/)/ 

- (l^x + 'Wy + Ns), 
oder einfacher, indem wir unter %, i], g, die durch (10) und (12) 
definierten Werte verstehen: 

(16a) Q^i,x'+riy'+t0'-O, 

wofür wir auch setzen können: 

(16b) e ^ i{x'- x) + viy'- v) + iiß'~ ^) 

oder: 

(16c) Q ^ i-^ + ^,X] + U-') 

Aus diesem letzten Ausdrucke läßt sich ein einfaches geometrisches 
Bild für die Verteilung der Werte des Momentes auf die einzelnen 
durch den Punkt P gehenden Achsen ableiten. Wir deuten |, ij, ^ 
als die Komponenten eines Linienvektors FQ, und ebenso J, 5) äi 
wobei wegen der den Gleichungen (IB) hinzugefügten Bedingung 
S^+ 9^4- J^ = l die Länge dieses letzteren "Vektors — 1 wird. ist 
das innere Produkt der beiden Vektoren, es wird mithin, wenn der 
Winkel zwischen beiden Vektoren % genannt und 

(17) _ ^ M = i/F + ^;^T? 

gesetzt wird: 

(18) 0^M .cosz- 

Tragen wir jedesmal als Länge vom Punkte P aus auf der Achse, 
für die es gilt, ab, so erfüllen die Bndpunkte dieser Strecken eine 
Kugel, von welcher der Vektor FQ, dessen Länge = M ist, einen 
Durchmesser bildet. Für die Linie dieses Vektors erhält das Moment 
des Kräflesystems unter allen Linien, die durch den Punkt P gehen, 
den größten Wert, nämlich M, und es wird für alle Linien durch P, 
die zu diesem Vektor senkrecht sind. Der Linienvektor FQ ist aber 
selbst senkrecht zu der Ebene des Flächen vektors, welcher das 
Vektormoment des Kräftesystems für den Punkt P bildet. Pur 
alle Linien durch P, die in dieser durch P gehenden Ebene liegen, 



1) Diese Formel ist scb.oii von Euler g-efunden wordea (Nova Acta Petro- 
politana VII, 1793). 
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ist das Moment also Null. Die Ebene beißt deswegen nach Moebiaa*) 
die Nullebene des Punktes P und die in ihr liegendeu Linien, für 
■die das Moment Ter schwindet, Nullinien des Kräfte Systems, P selbst 
heißt der Nullpunkt seiner Nullebene. Die sieh so ergebende Zu- 
ordnung der Punkte und Ebenen des Raumes, bei der jeder Punkt 
in seiner entsprechenden Ebene liegt, bezeichnet Moebius als Null- 
system. Durch die Einführung desselben hat Moebius die Poinsot- 
sehe Theorie des Momentes zu einer gewissen Vollendung gebracht. 
Dieselbe Punkt-Ebenenyerwandtscliaft ist aber schon Yor Moebius 
von dem Italiener Gr. Giorgini,^) ebenfalls von der Poinsotschen Statik 
aus, gefunden worden. Die Grleicbung der Nullebene des Punktes 
mit den Koordinaten x, y, b ist: 

wenn |. ri, £, die durch (10) und (12) festgelegte Bedeutung 
haben. Schreiben wir die vorstehende Gleichung in der Form: 

(19) ux' -\-vy' -\-tos'^\, 

so haben wir zu setzen t 



(20) 



M, V, w sind dann die „Hesseseben Koordinaten" der NuUebeue, 
ausgedrückt durch die Koordinaten des Nullpunktes.^) 

Es ist aber noch nicht der direkte Nachweis dafür erbracht, 
daß umgekehrt die Linien, die in einer Ebene re liegen, und für die 
das Moment des Kräftesystems versehwindet, alle durch einen be- 
stimmten Punkt, den Nullpunkt der Ebene, gehen. Dies soll jetzt 
gezeigt werden. Wir nehmen an, die durch den Ansatz (13) ein- 
geführte Liniengroße sei in einer bestimmten Ebene enthalten, was 
sich durch die zwei Gleichungen: 

M^'+ vy'^ tvg'= 1 

1) Über eine besondere Art dualer Verbältnisse awiacben Figuren im 
Räume, Grelles Journal f. ilath. 10, 1833, p. 317, Werke Bd. 1, p. 489, und im 
Lehrb. d. Statik, Werke Bd. 3. 

3) Modena, Mem. della Soc. Ital. detta dei Quaranta 20 (1828), p. 243; Tgl. 
auch ebenda 21 (1836), p. 1. 

3) Man vgl, Plueckec, Nono Geometrie des Ttaumoa (1866) p. 33. 
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ausdrücken läßt, wenn u, v, w die nunmehr gegebenen Hesseschen 
Koordinaten der Ebene bedeuten. Aus diesen Gtleichungen ergeben 
sieb aber, wenn j, i), j, I, m, n die durch (13) festgelegte Bedeu- 
tung haben, die folgenden vier Gleichungen: 






Infolge der letzten drei Gleichungen wird jetzt der Ausdruck für 
das Moment: 

= (S + N« - Mw)\ + {Y + Lw- Nw}m + (Z + Mm - Lv)n. 

Sind aber x, y, z die Koordinaten eines Punktes, der auf der Linie 
der Liniengröße liegt, so wird: 

a;l + */m + «n = 0, 

und ist umgekehrt eine solche homogene lineare Gleichung zwischen 
t, m, n gegeben, so müssen die Koeffizienten den Koordinaten eines 
Punktes proportional sein, der auf der Linie der Liniengröße liegt. 
In der Tat sind diese Punkte durch die vorstehende Gleichung in 
Verbindung mit der Gleichung: 

ux -^ vy ■\- WS = \ 
der Ebene, welcher die Liniengröße angehören soll, vollständig 
charakterisiert. Macht man also 0^0, so hat man in der ent- 
stehenden Gleichung: 

Y -f Li(!- N;( — ??/, 
Z + Mm-L»; =eä 

zu setzen, dann bezeiehneu x, y, s die Koordinaten des Punktes, 
durch den die Linien in der Ebene gehen müssen, damit für sie das 
Moment desKraftesystemsYerschwindet. TJmnochdenProportionalitäts- 
faktor Q zu bestimmen, hat man die vorstehenden Gleichungen mit 
M, V, w zu multiplizieren, die Summe muß daim nach der vorher- 
gehenden Gleichung = p werden. So erhält man aber einfach: 



und damit endlich: 



(21) 



ü:M-fYi;-f-Z 


W ^ Q 


S + N« 


-M«> 


^ X«-fi. 


+ Zw' 


Y + Lw 


-Nm 


y :lu+yv 


^Zw' 


Z^Wu 


-L^ 


^-X« + Yt 


+"Zw' 
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Diese Gleicliungen^) sind in der Tat die Umkehrung derG-leiclinngen{20), 
sie drücken die Koordinaten des Nullpunktes durch die Koordinaten 
der zugehörigen Nullebene aus. 

Wir hatten vorher die Verteilung der Werte des Momentes auf 
die Linien, die durch einen bestimmten Punkt gehen, untersucht. 
Dabei ergab sich, daß die Linien gleichen Momentes mit der Linie 
des größten Momentes, die senkrecht auf der Nullebene des Punktes 
steht, den gleichen Winkel % bilden müssen, daß also die Linien 
gleichen Momentes eine Schar koaxialer Kreiskegel erfüllen, deren 
gemeinsame Achse die Linie des größten Momentes ist. Wollen wir 
jetzt in gleicher Weise auch die Verteilung der Werte des Momentes auf 
die Linien einer Ebene untersuchen, so ist es am einfachsten, diese 
Ebene mit einer der Grund ebenen des Koordinatensystems, sagen 
wir der a:)/-Ebene, zusammenfallen zu lassen. Der Nullpunkt dieser 
Ebene hat, da jetzt !( = 0, «i = 0, w = cxj wird, die Koordinaten: 
ML, 

Für die Koordinaten (13) einer Liniengröße, die dieser Ebene an- 
gehört, ergibt sich, da s ^ 0, z'^ 0; 

■g = x'— X, 1) = y'— y, ä === '^i 1 = 0, m = 0, n = xy'— yx'. 
Für das Moment des Kräftesystems erhalten wir also den Wert: 

e = L(^'- x) + M(j/'- y) + Z(xy'- yx'). 
Führen wir in diesen Ausdruck die Koordinaten des Nullpunktes ein, 

— ^Ivvi^'- «) - !^o(y'- y) + i^p'— y^')} 

= Z\(x - x^){y'- y) -{y- yo)ix'~ x)]- 

Aus dieser Formel schließen wir sofort, daß 0/7, gleich dem doppelten 
Inhalt des Dreiecks wird, das die Liniengröße als Basis mit dem 
Nullpunkte als Spitze bestimmt. Die Liniengröße ist aber mit der 
Länge 1 angenommen worden; nennen wir also r den Abstand ihrer 
Linie von dem Nullpunkte, so wird einfach: 

Q^Z-r. 
Hierin ist Z = 2^7^, die Summe der Komponenten aller Kräfte des 
Systems nach der s-Achse, d. h. nach der zur Ebene normalen Rich- 
tung oder, wie wir kurz sagen wollen, die Normalkomponente des 
Kräftesysteme für die Ebene. Ist die Ebene aligemein durch die 
Gleichung: 

cos .?. ic + cos ^ j/ -f- cos V s — j) = 

gegeben, so wird diese Normalkomponente: 

1) Pluecker, Neue Geometrie des Kaumes, p. 31. 
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(22) N -Xcosl + Yeos/t + Zcosi', 

und das Moment des Kräftesystems für eine Linie der Ebene, die 
von deren Nullpunkt den Abstand / hat, wird dann allgemein: 

(23) == N . r. 

Diese Formel steht der Formel (18) für die durch einen Punkt 
gehenden Achsen dualistisch gegenüber. Das Moment des Kräfte- 
systems für den Punkt ist ersetzt durch die Normalkomponente des 
Kräftesystems für die Ebene, der Sinus des Winkels, den die Bezugs- 
linie mit der NuUebene des Punktes bildet, durch den Abstand der 
Bezugslinie von dem Nullpunkte der Ebene. Wie dort die Linien 
gleichen Momentes koaxiale Eotationskegel erfüllen, zu denen als 
ausgearteter Kegel die NuUebene des Punktes gehört, so umhüUen 
hier die Linien gleichen Momentes konzentrische Kreise, zu denen 
als ausgearteter Kreis der Nullpunkt der Ebene gekört. 

Man kann aus dieser Analogie die Berechtigung herleiteu, die 
Normalkomponente des Kräftesystems für eine Ebene*) als das 
Moment für diese Ebene zu bezeichnen und dem Momente für einen 
Punkt gegenüberzustellen. Das Moment für eine Ebene hangt dann 
zunächst nur Ton Große und Richtung, nicht aber von den Angriffs- 
punkten der Kräfte des Systems ab. Wir wollen indessen, um die 
Analogie zu vervoil ständigen, wie das Moment für einen Punkt (als 
Flächen Vektor) an die Nullebene dieses Punktes geknüpft war, das 
Moment für eine Ebene an deren Nullpunkt knüpfen. Ein Flächen- 
vektor, der an eine bestimmte Ebene geknüpft ist, bedeutet aber 
eine EbenengröBe, ein Zahlwert, der an einen Punkt geknüpft 
ist, eine Punktgröße. Wir können also mit Hineinziehung des 
MomentbegrifFes das Nullsystem oder die Zuordnung von Nullpunkt 
und Nullebene so wenden, daß einem Punkte eine Ebenengröße, einer 
Ebene eine Punktgröße zugeordnet wird. Mit der dem Punkte zu- 
geordneten Ebenengröße hatten wir von Anfang an zu tun gehabt, 
ihre Koordinaten sind die durch die Gleichungen (25) des vierten 
Kapitels gegebenen. Um auch die Koordinaten j^, j,, jg, j^ der einer 
Ebene zugeordneten Punktgröße zu finden, gehen wir von der Glei- 
chung der Ebene: 

aus, in der wir E^+n^-fil^ = l voraussetzen, so daß S, r|, X. die 
Richtungskosinus der Noruiaieu bedeuten. Dann erhalten wir, da 
der Zahlwert ^o der Punktgröße gleich der Normalkomponente N für 
die Ebene sein soll, aus (22) sofort: 

Eo = ^S + ^n + ZE. 

1) Diese Normalkomponente spielt schon eine Rolle in Mong-es Traitö 
öl^mentaire de Btatiqae, Paris 1786. 
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Nehmen wir aber in den Formeln (21) für die Koordinaten des Null- 
punktes einer Ebene: 

El Js Ea J E 1 ^ 

Jo Sa ■ Eo ö 6 e 

so ergeben sie für die Koordinaten der Punktgröße: 

die Werte: 



(24) 



E, -Xe + Nii-Ml, 

Ea = Y9+ Li: -.^ NS, 

^ Ja == Ze -H ME— Lti. 



Diese l'orznein korrespondieren genau den Formeln (39) des 
fünften Kapitels und stehen den Gleichungen für die Koordinaten der 
einem Punkte zugeordneten Ebenengröße: 

nämlich [vgl. S. 47]: 

( g = L - Z« + Ys, 



(25) 



7 = M-X2 + Za;, 
? = Lx + My + N2 



als die dualistisch entsprechenden gegenüber. Nehmen wir die Zahl- 
werte M und N der Ebenengröße und der Punktgröße, die einem 
Punkte und seiner Nullebene zugeordnet sind, so ist leicht zu sehen, 
daß ihr Produkt gleich dem Werte: 

X^ + Yri + Zt, 
oder, da: 

Xg + Yij + Z £ = XL + YM + ZN 

ist, gleich dem „absoluten Momente" 

(26) are^XL + YM + ZN 

stems wird. Fassen wir nämlich zwei Vektoren mit den 



Komponenten |, t], i; und X, Y, Z ins Auge, so wird die Lange 



(27) VV + v' + i^-M, 

und er steht senkrecht auf der Nullebene des Punktes mit den Ko- 
ordinaten Xfy, y„, Sd- Der zweite Vektor ist die Resultante des 
Kräfte Systems, nämlich der Vektor, der durch Addition der als ein- 
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fache Vektoren aufgefaßten Kräfte des Systems entsteht. Projiziert 
man ihn auf den ersten Vektor, so wird die Projektion 

Scoai -\- Ycos/i + Zcosv = N, 
wenn X, n, V die Winkel sind, welche die Normale der Nullebene 
mit den Koordinatenachsen bildet. Da dann aber: 

Mcos^ = |, Mcos^ = jjj Mcosi- = ^ 
ist, so wird in der Tat: 

(27) MN = X§ + Yi) + Z£. 

Da man das N für eine Ebene findet, indem man die Resultante 
des Kräftesystems auf die zu der Ebene normale Richtung projiziert, 
so ist sofort zu sehen, daß das Moment N des Kräftesystems den 
größten Wert für eine Ebene erreicht, die senkrecht zu der Eichtung 
der Resultante gestellt ist, und für alle Ebenen verschwindet, die 
dieser Richtung parallel sind. 

Für diese Ebenen wird die erste Koordinate £„ der zugeordneten 
Punktgröße = 0, diese Punktgröße reduziert sich also auf einen 
Vektor: 

Ei' + rJ + Eat. 
Da hierbei: 

§Ei + vh + ih = 

•wirdj ist dieser Vektor parallel zu der Ebene gerichtet. Es ist nur 
eiü anderer Ausdruck für das eben Gesagte, wenn man Ton den in 
Rede stehenden Ebenen sagt, ihr Nullpunkt liege in unendlicher 
Entfernung, und die Richtung, in der er liegt, durch die Verhält- 
nisse Ji : Ja : Jg der Richtungskosinus fixiert. 

Das absolute Moment 3Ji eines Kräftesystems kann man in ein- 
facher Weise geometrisch festlegen. 

Nimmt man zunächst zwei Kräfte, denen das vorgelegte Kräfte- 
system statisch äquivalent ist, und nennt X^, Y^, . , ., X^, Yj . . . ihre 
Koordinaten, so wird: 

X = Xi + X3, Y = Y^-|-Yg, Z = Z,-t-Z„ 

L = L^ + Lä, M^Mj + Ms, N=N, + N3, 
und da: 

X J,, + Y,M,+ Z,Ni = 0, X^Ls + Y,M, + Z^N. = 

ist, wird: 

9K = XL + YM + ZN = X.L^ + Y,M3+ Z,Ng+ L,X.+ M,Ye + N,Z„. 

Der letztere Ausdruck bedeutet aber nach dem, was wir früher ge- 
sehen haben, das mit einem bestimmten Vorzeichen genommene, 
sechsfache Volumen des Tetraeders, von dem die als bestimmte 

Timerding. Geometrie der Kräfte. -, 
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Strecken dargestellteD Kräfte zwei Gegenkauten bilden. So ergibt 
sich der von Chaales') aufgestellte Satz: Wie auch ein allgemeines 
Kräfteeystem auf zwei Einzelkräfte reduziert werden mag, 
immer hat das durch diese Kräfte als zwei Gegenkanten 
bestimmte Tetraeder dasselbe Volumen. 

Nur wenn das Moment W verschwindet, läßt sich das Kräfte- 
system auf eine Einzelkraft reduzieren. Dann reduziert sich die zu- 
gehörige Dyname auf eine Liniengröße, welche die resultierende 
Einzelliraffc darstellt. 

In dem besonderen Falle, wo SR dadurch verschwindet, daß 
X, Y, Z einzeln = werden, ist dagegen das Kräftesystem keiner 
Einzelkraft statisch äquivalent. Die Koordinaten zweier Einzelkräfte, 
die zusammen dem Kräftesystem statisch, äquivalent sind, müssen 
dann aber die Form haben: 

S„ Y„ Z, L^ Ml Ni, 
„X, ~Jg -Z, L, M, Nj, 
wobei: 

L^-M^^L, M,+ M3=M, Ni+N,^N 

anzunehmen ist. Diese Kräfte sind an Größe gleich und an Richtung 
entgegengesetzt, sie bilden ein „Poinsotsches Kräftepaar". Die 
zugehörige Dyuame reduziert sich in diesem Falle auf: 

9 = Lt + Mj+Nf, 

also auf einen Rotationsvektor, genau analog, wie eine Schrau- 
bung, wenn p, qi r = sind, sich auf eine Translation oder, geo- 
metrisch gesprochen, einen Translstionsvektor reduziert, 

Haben die Angriffspunkte der Kräfte des Kräftepaares die Ko- 
ordinaten X, y, S und x' , y', s', so wird z.B.: 

L-L,+ L,-{Z.s-Y,«)-(Z, !,'-¥.«') 
- 2.(9 - 9') ~Y,(^ -<;'). 
Führt man also die Vektoren ein: 

r„=Xoi+YJ + Zok, 

ii = (x ~ x')\ + {y ~ y')Ä -|-(s-^')k, 

von denen man den ersten als den Kraftvektor, den «weiten als 
den Arm des Kräftepaareg bezeichnen kann, so wird: 

(» = [«l'o]- 

1) Mitgeteilt von Gergonue (Annales de matli, vol 18, p. 372, 1828). S. aiioti 
Bnlletin des sciences mathem. lü, 1838, p,187. V^l. Moebins, Joum. i. Matli.4 
(1829) p. 179, Werke III, p. 499. 
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Der Zahlwert: _ 

F = -(/L^" + M^"+ N^ 
dieses Botations- oder Flächenvektors wird wohl das Moment des 
Kräftepaares genannt, er wird durch die Fläche des Parallelogramms 
gegeben, von dem die Kräfte des Paares zwei Gegenseiten bilden. 

Ein behebiges Krüftesjatem läßt sich reduzieren auf eine Einzel- 
kraft in Verbindung mit einem Kräftepaar, Der Angriffspunkt der 
Einzelkraft ist beliebig wählbar, ihre Komponenten sind immer die 
ersten drei statischen Koordinaten X, Y, Z des Kräftesystems. Sind 
Zq, y^, «0 die Koordinaten des Angriffspunktes dieser Einzelkraft, so 
■werden die Komponenten des zugehörigen Kräftepaares: 

Mo = M-X^o4-Zxo, 
No=N-Ya:o+S?/o- 
und der dasselbe repräsentierende F^henvektor ist: 

9,-L.i + M.j + N,f. 
Fähren wir nun noch den Kraftvebtor: 

r-Xi + Tj + Zk 
ein, so wird das innere Produkt: 

SÄ - r » (,. 
gegeben durch den Ausdruck: 

oder: 

ffl - XL + YM + ZN. 

Es wird geometrisch aber durch das Volumen des Parallelepipedoiis 
dargestellt, von dem ein den Flächen vektor q^ repräsentierendes 
Parallelogramm eine Seitenfläche und der Kraftvektor r eine weitere 
Kante bildet. So ergibt sich der von Baltzer^) aufgestellte Satz: 
Bei allen Reduktionen eines Kräftesystems auf eine Einzel- 
kraft und ein Kräftepaar ist das Volumen des Parallel- 
epipedons, das die resultierende Einzelkraft mit der durch 
das zugehörige Kräftepaar gelieferten Parailelogrammfläche 
bildet, konstant, und zwar gleich dem absoluten Momente des 
Kräftesystems, was auch aus der Formel (27) folgt. 

Wollen wir schließlich noch die Punkte bestimmen, für welche 
das Moment M eiu Extrcmum und zwar ein Minimum wird, so 
haben wir die Derivierteu des Ausdruckes: 



1) Leipaiger Berichte aö, 1873, p. 626. 
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100 Siebentes Kapitel. Kräfte and Dynamen. 

M^^(L-Zy + Y^)ä+ (M - 5s + Z:c)^+ (N - Y:c + Xy)' 

uaeb den Koordinaten gleicli Null zu setzen und erhalten sofort: 

(M- Xä + Zx) Z - (N - Ya; + X;/)Y== 0, 

(ß-Yx+Xy)X^{L~Zy +Yg)Z ^ 0, 

(L ^ Zp + Yd)Y - (U- Xs + Zx)X = 0. 

Diese Gleichungen stellen, da sie in a;, y, z linear sind larid eine Ton 
ihnen eine Folge der anderen beiden ist, eine gerade Linie dar, die 
Zentralachse^) des Kräftesystems. Mit Hilfe eines Proportionalitäts- 
faktors Ä können wir die gefundenen Gleichungen schreiben: 

I L - Z»/ 4- Ya = ÄX, 

(28) M-X«-|-Z3; = Z;Y, 

I ^-Yx-\-Xy=¥Z. 

Aus diesen Gleichungen folgt aber, indem wir sie mit X, Y, Z 
multiplizieren und addieren: 

X L+YM + ZK- 
l^yj '"— X'+Y = +Z' ' 

und für den zu den Punkten der Zentralaclise gehörigen Minimal- 
wert S des Momentes M ergibt aich ans ihnen: 

\ ) \ -r -T yx»+Y' + Zä 

oder S^Ä-R, wenn wir: 

(31) K = )/XM^YM^ 

setzen. Eine Linieugröße von der Länge 1, die in die Zentralachse 
fällt, bekommt nach (^8) die Koordinaten [vgl. S. 40]: 

Das Moment des Kräftesystems für die Zentralaehse wird also; 

00 = ^{LX + MY + NZ + X(L - kX) + Y(M - kY) + Z(N - /cZ)) 

XL+YM + ZN c 
= ^ = b, 

mithin gleich dem Werte des Momentes M für irgendeinen Punkt 
der Zentralachse. 

Lassen wir die s- Achse des Koordinatensystems mit der Zentral- 
aehse zusammenfallen, so müssen die Gleichungen der letzteren sich 
auf fl: = Oj y = reduzieren. Daraus folgt, daß dann: 

1) Unter dieser BoKeichnung hat aie Poinsot eingeführt 
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X = 0, Y = 0, L = 0, M = 

sein muß, es wird einfacli li = ^/^j R = Z irnd für einen beliebigen 
Punkt (x, y, s): 

Bezeichnet man mit r den Abstand des Punktes von der Zentraladiae, 
80 kaun man die letzte Gleichung in einer Ton der besonderen Wahl 
des Koocdinatenayatems unabhängigen Gestalt schreiben: 

(32) W^-R^if + lc^ oder M = ß-|/»^T^. 

Diese Gleiehnng macht sofort sichtbar, daß für die Punkte der 
Zentralachse ein Minimum eintritt. 



Achtes Kapitel. 
Grundleguag der Liniengeometrie. 

Die Entwicklungen der letzten beiden Kapitel legen es nahe, 
wie man Punkte und Ebenen als Elemente des Raumes auffaßt, 
ohne dabei von Punttgrößen oder Ebenengrößen zu sprechen, so auch 
die geraden Linien als selbständige Elemente des Raumes anzusehen, 
ohne auf die Liniengrößen einzugehen. Die gerade Linie ist ein 
Begriff, in dem sich translatorische und rotatorische Liniengrößen 
verscbmeken. Mit einem Streckenwert und einem Richtungssinn be- 
haftet wird die gerade Linie zu einer translatorischen, mit einem 
Winkel wert und einem Drehungssinn versehen wird sie zu einer 
rotatorischen Liniengröße. Man kann diese doppelte Funktion der 
geraden Linie auch in der Bezeichnung unterscheiden, indem man sie 
als Träger einer translatorischen Liniengröße einen Strahl und als 
Träger einer rotatorischen Liniengröße eine Achse nennt, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, wie Pluecker es tut,^) die gerade Linie, 
sofern sie als Verbindungslinie zweier Punkte auftritt, als Strahl von 
der Schnittlinie zweier Ebenen als Achse unterscheidet. Wir werden 
aber, dem herrschenden Sprachgebrauch folgend, gewöhnlich unter- 
schiedlos „Strahl" für „gerade Linie" sagen. 

Die Bezugslinie für das Moment eines Kräftesystems hatten wir 
im vorigen Kapitel durch die Koordinaten einer fcranslatorischen 
Liniengröße vom Zahlwerte 1, die ihr angehört, festgelegt. Diese 
Koordinaten konnte man als Strahlkoordinaten bezeichnen und ihnen 
als Achaenkoordinaten die Koordinaten einer rotatorischen Linien- 

1) On a new geometry of spaee, Philos. Transact. Vol. 155, 1865, p. 726, 
Gea, Abh. I, p, 470. 
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große Tom Zahlwerte 1 gegenüberstellen. Die ersteren verknüpfen mit 
der durch sie fixierten geraden Linie einen bestimmten Eichtun gssinn, die 
letzteren einen bestimmten Drebungssinn. Kehrt man die Vorzeichen aller 
Koordinatenwerte um, so schlägt auch der Hichtungs odei Diehun^s 
stau in den entgegengesetzten um. Will man die gerade Linie an 
sich ohne Zuschreibung eines solchen Sinnes betrachten, &r> daif man 
nicht mehr die absoluten Werte der Koordinaten sondern lur ihre 
Verhältnisse ins Auge fassen. Dann bleibt der /ahlwert der duich 
sie festgelegten Liniengröße völlig unbestimmt und ebenso kann es 
unentschieden bleiben, ob sie sich auf eine tianslatorische oder auf 
eine rotatorische Liniengröße beziehen. Es niiissen abei alle Grlei 
chungen, in denen diese Koordinaten auftieten m denselben homogen 
sein, wenn sie eine Bedeutung behalten sollen 

Demnach betrachten wir als homogene Koord naten emei geriden 
Linie sechs lediglich ihren Verhältnissen nich fc-tgelegte Weite 

E. 1), h 1, ra, 1 
zwischen denen die Beziehung 

(1) i-r + ljm + jn^O 

statthaben muß/) Sehen wir die gerade Linie als Verbindungslinie 
zweier Punkte mit den Koordinaten x, */, s und x', y', z' au, so 
haben wir zu setzen: 

(2) t:\):i:i:m:v. = x'-x:y'-y:s'-s 

: yz'— sy' : sx'~ xm' : xy'— yx'. 
Sehen wir dagegen die gerade Linie an als Schnittlinie zweier Ebenen, 
welche die nicht homogenen Koordinaten u,v,w und u', v', w' haben, 
deren Gleichungen also lauten: 

ux + vy + -ivs = \ und u'x + v'y -'r w's=''i-, 
so wird: 

(2a) j : l) : j : I : m : n = M — t(' : p - f' : w — w' 

: vw' — wo' : ivu' — uw' : iw' — i>u\ 

Diese Linienkoordinaten rühren von Pluecker^) her, der in seiner 
„Neuen Geometrie des Raumes" (1868) die erste systematische Dar- 
stellung der analytischen Linieugeometrie gegeben hat. 



1) Diese Liaienkoordinatea hat Cayley 1860 {Quarterly Journal, vol. 3 
p. SS5, Papera IV, p. 446), merkwürdigerweise gleich ia ihrer projektiven. Ver- 
allgemeinerung, gegeben. Man. vgl. von demselben Autor den Anfaatz Trans, of 
the Cambr. Philos. Soc. SI^ 1869, p. 290, Papers VU, p. 66. 

3) On a new geometry_ of apace, Additional note (1865), Ges. Abh, i, p, d2ö. 
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Die Projektionen der geraden Linie mit den Koordinaten j, Ij, . ■ - 
auf die Koordinaten ebenen haben die Gfleiehungen [vgl, S. 47]: 

(3) l-ä?/+t]s = 0, m-ES + ä^ = 0, \x-t^x + iy = 0, 
und die Ebene, welche die gerade Linie aus dem Koordinatenursprung 
projiziert, hat die Grleicliung: 



(3a) 



E« + t)j/ + ää( 



Die einfachste Gleichung von allgemeiner Form, die man nun 
zwischen den Linienkoordinaten aufstellen kann, ist die lineare 
Gleichung, die wii- uns in folgender Gestalt geschrieben denken: 



(4) 



Lj + M^ + Nä + Xt + Ym + Zu = 0. 



Die Bedeutung dieser Gleichung ist uns aber aus dem vorigen 
Kapitel bereits bekannt, sie sagt aus, daß für die Linie mit den 
Koordinaten j, Q, j, I, nt, n das Moment des Kräfte Systems, 
dessen statische Koordintiten X, Y, Z, L, M, K sind, versehwindet. 
Die Verteilung dieser' Nullinien im Räume haben wir ebenfalls 
bereits untersucht. Die Nullinien, die durch einen bestimmten Punkt 
geben, liegen in einer bestimmten Ebene, der Nullebene des 
Punktes, und die Nullinien, die in einer bestimmten Ebene liegen, 
gehen durch einen bestimmten Punkt, den Nullpunkt der Ebene, 
Diese Gesamtheit von geraden Linien bezeichnen wir als einen 
linearen Komplex, indem wir nach Plueclcer allgemein die Ge- 
samtheit der Linien, die durch eine homogene Gleichung zwischen 
den Linienkoordinaten dargestellt wird, einen Linienkomplex nennen. 
Als Linienkongruenz bezeichnet man nach Plueeker das 
System der geraden Linien, die durch zwei Gleichungen zwischen 
den Linienkoordinaten aus allen Linien des Raumes herausgehoben 
werden, und allgemeiner jede Gesamtheit von zweifach unendlich 
vielen geraden Linien.') Wenn die Kongruenz durch zwei lineare 
Gleichungen festgelegt ist, spricht man von einer linearen Kon- 
gruenz. Die Theorie der Strahl enkoagmenzen ist bereits vor 
Plueeker durch Kummer unter Zugrundelegung der althergebrachten 
Darstellung gerader Linien durch zwei lineare Gleichungen ent- 
wickelt worden.^) 
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Wir wollen nun beachten, daß, wenn die Koeffizienten in der 
linearen Gleichung (4) der Bedingung: 

(5) XL + YM + ZN =^ 

genügen, sie sieh selbst als Koordinaten einer geraden Linie deuten 
lassen. Wir wollen aie dann mit t', m', It', 5', t]', j' bezeichnen. 
Die so entstehende Gleichung; 

(6) I'e + m'9 + n'ä + j'I + ?'m + j'n = 

drückt aber nach dem im vierten Kapitel Gesagten die Bedingung 
dafür aus, daß die beiden geraden Linien mit den Koordinaten J, t) . . - 
und 5', \)'. . . sich schneiden oder parallel sind. Alle Linien, die eine 
gegebene Linie treffen, d, h. mit ihr in einer Ebene liegen, bilden 
sonach einen singulären linearen Komplex. 

Ist mm eine lineare Kongruenz durch zwei Gleichungen: 

I Le + Mt) + Nä + St + Ym + Zn = 0, 

gegeben, so läßt sieh, für beliebiges x und l, aus diesen sofort die 
weitere Gleichung ableiten: 

^^^ +(«X + AX'jr+(ä£Y + iY')m + («Z + AZ')n = 0. 

Durch diese Gleichung werden unendlich viele lineare Komplexe dar- 
gestellt, denen allen die lineare Kongruenz angehört, und deren Ge- 
samtheit wir als ein Büschel linearer Komplexe bezeichnen wollen. 
Wir fragen nun, wie viele singulare Komplexe in dem Büschel ent- 
halten sind. Die Werte der Parameter, zu denen ein singulärer 
Komplex gehört, müssen der Gleichung geniigen: 

(%X + XX')(xh + AL') + (kY + lY'){xM + IM') 
'^^^ + (kZ + ;.Z')(5(N + AK') ^ 0. 

Diese Gleichung ist für x : l vom zweiten Grade. Hat sie zwei reelle 
Wurzeln, so finden wir zwei reelle gerade Linien, die von allen 
Linien der Kongruenz getroffen werden, und die Kongruenz besteht 
aus sämtlichen Treffgeraden der beiden „Leitlinien". 

Die quadratische Gleichung kann aber auch identisch erfüllt sein. 
Dann sind alle Komplexe des Komplexbüschels singulare Komplexe. 
Damit dies eintritt, müssen zwischen den Koeffizienten der gegebenen 
linearen Gleichungen die folgenden drei Beziehungen bestehen: 
f XL + YM + ZN = 0, X'L'+ Y'M'+ Z'N'^ 0, 
^^'^^ 1 XL'+ YM'+ ZN'+ LX'+ MY'+ NZ'= 0. 
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Diese drei Bedingungen drücken aber aus, daß die Linien der Kon- 
gruenz als die Linien, die zwei sieh scbüeideude gerade Linien 
treffen, bestimmb siiid. Demnach muß eine Linie der Kongruenz mit 
den gegebenen geraden Linien entweder in einer Ebene liegen oder 
durch ihren Schnittpunkt hindurchgehen. Die Linienkongruenz zer- 
fällt also in ein ebenes Strahleufeld und ein Strahlenbündel, Jeder 
Komplex des zugehörigen Komplexbüschels besteht dann aus den 
Linien, welche einen Strahl des durch die beiden gegebenen geraden 
Linien bestimmten Ötrahlenbüschels treffen. 

Nehmen wir nun zwischen den Linienkoordinaten drei homogene 
lineare Gleichungen an, so läßt sich diesen noch dui-ch unendlich 
viele gerade Linien genügen, von denen wir im allgemeinen Falle 
sagen, sie bilden eine Ilegelschar. Sind die Gleichungen: 

f Ls +Mti -f Nj +Xt +Yin 4- Zu =0, 

(11) L's+M'g + N'j + X'1-f Y'm + Z'n = 0, 

I L"e+ M"t)+ N"ä+ S"[4- Y"m+ Z"n= 0, 

so wollen wir sie auffassen als drei lineare, nicht homo| 
chungen für l, ni, U und sie benutzen, um diese Größen 
Dies ist in eindeutiger Weise möglich, 
X Y Z 



Glei- 
bere ebnen, 
die Determinante 



(12) 



J» = 



X' Y' Z' ! 

S" Y" Z" ! 

nicht verschwindet. Dann ergeben sich l, in, U als homogene, lineare 
Funktionen von j, \), g in folgender Form: 

In diese Gleichungen wollen wir gemäß der Bedeutung der 
Linienkoordinaten [vgl. (3)] einsetzen: 

(14) i^y^-st), m = n-H, n = x'i)-y^ 

und darauf aus ihnen j, g, J eliminieren. Das Eliminationsresultat 
schreibt sich folgendermaßen: 

■1 — .f «22 «38 + a; = 0. 

il + y «33 — ^ «3B 

Die Determinante auf der linken Seite dieser Gleichung ergibt aber 
ausgerechnet eine Funktion zweiten Grades von x, y, s. Die sämt- 
lichen geraden Linien, deren Koordinaten den Gleichungen (11) ge- 
nügen, liegen also auf einer Fläche zweiten Grades, d. h. sie bilden 



(16) 
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die eine E,egelechar eines eiaschaligen Hyperboloids.') Die zweite 
Begelschar ergibt sich dann geometrisch sofort, indem man durch 
einen Strahl der ersten Kegelsehar die Ebenen legt; diese schneiden 
alle das Hyperboloid in je einer weiteren geraden Linie, die alle Strahlen 
der ersten Regelschar treffen muß. Die sämtlichen so gewonnenen 
geraden Linien bilden die zweite Kegelsehar der Fläche. Die Eegel- 
fläche kann in besonderen Fällen in zwei Ebenen zerfallen. Die beiden 
Regelscharen werden dann zu zwei Strahlenbüscheln in diesen Ebenen. 
Es bleibt noch der Fall zu erledigen, wo die Determinante D{V2) 
Terschwindet. Dann lassen sich aus den drei Cfleicbungen (11) die 
Koordinaten l, ra, n zugleich eliminieren, und wir erhalten eine 
aieictang: ij + ^ + «J = 0, 

die ausdrückt, daß die sümtlichen geraden Linien einer Ebene parallel 

sind. Wählen wir diese Ebene zur xy-Ebene des Koordinatensystems, 

so muß die obige Gleichung sich auf ä ^ reduzieren. Machen wir 

aber in den ersten beiden der Gleichungen (1 1) J = und setzen in ihnen 

die Werte: ^ 

I = — sl), m=^.sE, li — x^ — !/E, 

die sich aus (14) für J = ergeben, ein, so erhalten wir: 
(L-Zy + Y^)i +(M.~X^ +Zx)^ =0, 
(1/- Z'yi- Y'2)E+ (M'- X's+ Z'ic)l) = 0. 
Aus diesen Gleichungen ergibt sich durch Elimination von J und \): 
(h-Zy + Y2)(M'- X's + Z'x) 

- (M - X:S + Zx)(L'~ Z'y + Y'5) = 0. 
Dies ist die Gleichung eines hyperbolischen Paraboloids, auf 
dem die Strahlen der Regelschar jetzt liegen. Die weiter sich dar- 
bietenden Spezialfälle wollen wir übergehen. 
Wir wollen noch bemerken, daß, wenn 

Si, tJi. h, Ii. nii, Hl! Ea, ^3, äa. Ig, nta, Its; Sb, 1},, h, k, m^, II3 
die Koordinaten dreier Linien sind, welche der durch die Glei- 
chungen (11) festgelegten Eegelschar angehören, die Koordinaten 
jeder vierten Linie dieser Schar von der Form sind; 

( l = hli + hh + hlz, 



(16) 



(17) 



n = Jl^ni + l^n.i + ^iig. 



1) Der liniengeometrisciie Charakter der geradlinigen FlÜclien 9. Ordnung 
iat woM zuerst von Monge und Hachette (AppKcations de l'aualj'Ke ä la 
Göomötrie 1807, 1809) erkannt imd behandelt worden. 
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Die Parameter 1,, lg, A3 sind hierbei nur ihren Verhältnissen nach 
festgelegt, außerdem sind sie an die quadratische Gleichung gebunden: 

^ ' +{^itl:+---)(iimi+--)4-(l,äi+'-)(^,ni+---) = 0- 

Wenn diese Gleichung identisch erfüllt ist, so bilden die geraden 
Linien, deren Koordinaten {IT] den drei Gleichungen (11) genügen, 
ein Strahlenbündel oder ein ebenes Strahlenfeld. 

Ist nun zu den drei Gleichungen (11) eine vierte Gleichung ge- 
geben: 

(19) V"i + M"'t) + N"'ä + X"'l + Y"'m + Z'"n = 0, 

so setzen wir in diese die Lösungsformen (17) der drei ersten Glei- 
chungen ein und erhalten so eine lineare Gleichung für A^, J.g, 1^, 
die wir schreiben: 

(20) fK^X,+ KL+ ^sh=^- 

Dann ergeben sich aus dieser Gleichung und (18) im allgemeinen zwei 
Lösungen für die Verhältnisse X^: X^: l^ und dementsprechend 
Strahlen der Eegelschar, die auch dem vierten Komplexe angehören; 
wir sehen demnach, daß allgemein vier lineare Strahlenkomplexe 
zwei Linien gemeinsam haben, die aber nicht reeU und von- 
einander verschieden zu sein brauchen, sondern auch konjugiert 
komplex werden oder zusammenfallen können. 

Wir haben die linearen Strahlenkomplexe aus der Theorie cler 
Kräftesysteme hergeleitet, es ist aber ebenso leicht, sie an die Be- 
trachtung der momentanen Bewegungen anzuknüpfen. Um dies zu 
tun, schreiben wir die Gleichung des linearen Komplexes jetzt in der 
Form: 

(21) uj; + vq + wä -f pl + qm + m = 0, 

Setzen wir hierin für I, m, n die Werte (14) ein, so wird die 
Gleichung 

(21a) {u~Yy + q^)j + (y - ps + vx)^ + (w - qa: -I- pj()ä = 0, 

oder mit Rücksicht auf die Formeln (11) des sechsten Kapitels: 

(21b) xi + n + n^Q. 

Da X, y, h die Geschwindigkeitskomponenten für einen beliebigen 
Punkt des Komplexstrahls bedeuten, sagt die Gleichung aus, daß 
sich alle Punkte eines Komplex Strahls bei der momentanen Bewegung 
normal zu diesem Strahle verschieben. Eine andere, negative Be- 
deutung des durch die Gleichung (21) gegebenen Komplexes hatten 
wir bereits im sechsten Kapitel gefunden, wir sahen dort, daß es 
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nicht möglich ist, die momentane Bewegung so durch zwei Drehungen 
zu ersetzen, daß die Achse der einen zu dem linearen Komplexe 
gehört. 

Wir ■wollen noch die Linie ins Auge fassen, die durch den 
Punkt P mit den Koordinaten sc, y, s geht, und für die 

wird, d. h. die Linie, in der sich der Punkt P verschielit und die 
wir deshalb die Verschiebungslinie des Punktes P nennen wollen. 
Schreiben wir die vorstehende Proportion ausführlicher mit Benutzung 
eines Proportionalitätsfaktors p: 

I Qi ^u —ry ^ iz, 

(22) ()t)=Y-p5 + r^, 
[ pä =w-q« + p!/, 

so folgt aus diesen Gleichungen, indem wir sie mit p, q, r multipli- 
ziert addieren: 

(23) (,(pj + <,5+rj)-up + Tq + wr_SI«, 

wenn wir das Moment der Bewegung mit SDi bezeichnen, das wir 4= 
voraussetzen. Multiplizieren wir aber die Gleichungen mit j, t), j und 
addieren sie, so ergibt sieh mit Rücksicht auf die Formeln {14); 

(24) Q{f+ D^ + f) = uE -1- Yt] + w; + pr + qm + m. 

Eliminieren wir endlieh aus (23) und (24) den Proportionalitäts- 
faktor e, so erhalten wir: 

(25) aR();^+^Hä') = (uE + -'t) + wä + pl + qm-^rn)(pE-fq9 + ri). 

Diese Gleichung ist für die Linienkoordinaten homogen vom zweiten 
Grade, sie stellt also einen quadratischen Linienkomplex dar, den 
Komplex aller Yerschiehungslinieu oder, wie wir kürzer sagen wollen, 
den Bahnkomplex der Bewegung.^) Die Verschiebungslinien lassen 
sich auch dadurch charakterisieren , daß sie von den unendlich be- 
nachbarten Linien, in die sie durch die momentane Bewegung über- 
gehen, geschnitten werden, und zwar ist der Schnittpunkt der Pol 
der Verschiebungslinie, d. h. der Punkt, der sich bei der Bewegung 
in ihr verschiebt. 

Für die nähere Untersuchung des linearen und des quadratischen 
Strahlenkomplexes, die auf die gefundene Art mit einer momentanen 
Bewegung in Verbindung stehen, wollen wir uns den im sechsten 
Kapitel gewonnenen Sata, daß jede momentane Bewegung mit einer 

I) Dieaen Komplex hat A. Schoenfliea studiert, Zeitschrift f. Math. u.Phja. 
Bd. 28, 1883, p. 239 und Geometrie der Bewegung p. 109. 
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Schraubung gleichbedeutend ist, zunutze machen und fortan die 
Achse dieser Schraubung zur s-Achse wählen. Dann werden u, v, 
p, q = 0, und die Ausdrücke für die Geschwindigkeitskomponenten 
schreiben wir: 

(26) x^-ay, y = B)x, g = co-/c, 

indem wir wie im sechsten Kapitel die Dreh gesch windigkeit um die 
Achse der Schraubung = tä, die Gleitgeschwindigkeifc längs dieser 
Achse & = /cra setzen. Die Gleichung (21) wird jetzt: 

(27) 7ij + n - 

oder, iudem wir die Werte der Linienkoordinaten aus (2) einsetzen: 

(27a) h{z'-s)^yx'-xy'. 

Sehen wir hierin x, y, s als fest und x', y', s' als Teränderlich an, 
so ist dies die Gleichung für die Nullebene des Punktes (x, y, z). 
Denken wir uns nnn noch das Koordinatensystem so um die 
Schrauben ach se gedreht und längs der Schraubenachse Yerschoben, 
daß der Punkt, der vorher die Koordinaten a;, «/, 2 hat, jetzt auf 
die a;- Achse im Abstände s vom Koordinatenursprung zu hegen 
kommt, so wird die vorige Gleichung einfach: 

(27b) l:e'--s,j'. 

Die Nullebene geht also durch die a^-Achae, d. h. das vom 
Nullpunkte auf die Sebraubenachse gefällte Lot hindurch, 
und nennt man y den Winkel, den sie mit der Schraubenachse 
bildet, so wird tangy^— ,> mithin: 

(28) stangy-;^.') 

Hierbei ist der Sinn, in welchem man den Winkel ^, von der 
Sebraubenachse ausgehend, positiv zu rechnen hat, der Sinn einer 
positiven Drehung (entgegen dem Uhrzeiger), wenn man sich auf 
diese Achse mit dem Kopfe nach dem Nullpunkte zu gestellt denkt. 
Wir wollen nun den Nullpunkt sich auf einer geraden Linie 
bewegen lassen und fragen, wie sich hierbei die Nullebene verändert. 
Die gerade Linie l,, auf welcher der Nullpunkt hegen soll, können 



: unbeschadet der Allgei 
im Abstände Sj vom Koordi 
trifft, tp, sei der 



nheit so annehmen, daß sie die iC-Ächse 
natenur Sprunge unter rechtem Winkel 
oben gerechnete Winkel, unter dem 
sie die Sebraubenachse kreuzt; dann sind die Koordinaten eines be- 
liebigen Punktes der geraden Linie l^ von der Form: 



1) Moebius, Werbe I, p. 501!. 
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X = s^, y = — 9 sin cp^, e ^ ^ eos ^j , 

wobei p einen veränderlichen Parameter bezeiclmet. Wir setzen diese 
Werte iu die Gleichling (27a) der Nullebeue ein und finden: 

s^y'-\- laz'^ p(/;cos9)j — x'smlp^). 
Die Nullebenen der Punkte von l^ bilden also ein Ebenenbüschel, da 
sie alle durch die Schnittlinie der dorch die Gleichungen: 

dargestellten "Ebenen hindurchgehen. Da nach diesen Gleichungen 
für einen Punkt auf der Achse des Ebenenbüschels : 

-", = — I «'= h cotg (fi 

wird, schneidet auch diese Achse l,^ die ^-Achse, d.h. die ge- 
raeinsame Normale der Sehraubenaclise und der Linie \ 
unter rechtem Winkel, und zwar im Abstände: 

(29) Sg = Ä cotg y, 

von der Schraubenaehse. Der Winkel y^, unter dem sie die Sehrauben- 
achse kreuzt, ist durch die Gleichung bestimmt: 

(30) tmgf,-'^ 

Die beiden Gleichungen lassen sich in die Doppelgleicbung: 

(31) Sjtanggjj -= Sgtangg?^ = k 

zusamnienzieken '), die zeigt, daß die Beziehung zwischen den Linien 
\ und l^ durchaus wechselseitig ist. Also auch, wenn ein Punkt 
sich auf der zweiten bewegt, dreht sieh seine Wullebene um die erste. 
Wir nennen die beiden Linien reziproke Polaren des Null- 
systems. Ist die Schraubenachse und der Parameter k gegeben, 
so läßt sieh zu jeder Linie die reziproke Polare finden vermöge der 
Formeln (31) und des Satzes, daß die beiden reziproken Polaren zusammen 
mit der Schraubenaehse dieselbe gemeinsame Normale besitzen. In jedem 
Strahle des linearen Komplexes fallen zwei reziproke Polaren zusammen, 
denn für Sj = s^, (p^ — (p^ geht aus (31) die Gleichimg (28) hervor. 
. Die Strahlen, die zwei reziproke Polaren treffen, ge- 
hören immer zu dem linearen Komplex, denn die Ebene, die 
sie mit der einen der reziproken Polaren verbindet, ist jedesmal die 
jSTullebene des Punktes, in dem sie die andere treffen. Die Paare 
reziproker Polaren bilden also die Leitlinien von linearen Kongruenzen, 



1) Ctasles, Comptea Rendus 16 (1843), p. 1426. 
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die zu dem linearen Komplex gehören. Zwei solche Kongruenzen 
haben aber, da sie durch die lineare Gleichung des Komplexes in 
Verbindung mit je noch einer linearen Gleichung zwischen den 
Linientoordinaten dargestellt werden, die durch diese drei Gleichungen 
zusammen dargestellte Regelschar gemein. Die zwei Paar Leitlinien 
der Kongruenzen gehören der zweiten Regelschar derselben ßegel- 
fläche an; so sieht man, daß zwei Paar reziproker Polaren 
immer auf einer Fläche zweiter Ordnung liegen. 

Wir wollen nun noch den wichtigen Satz beweisen^}, daß zwei 
reziproke Polaren des Nullsystemg immer die Achsen zweier 
Drehungen sind, die zusammengenommen die Torgelegte 
momentane Bewegung ersetzen. Seien %, Og die noch un- 
bekannten Winkelgeschwindigkeiten dieser Drehungen, ao werden die 
Koordinaten derselben nach den für ihre Achsen gegebenen Glei- 
chungen, indem z. B, die erste dieser Achsen als Verbindungslinie 
der Punkte mit den Koordinaten: 

Si, 0, und s^, — sintp^, cosip, 
aufgefaßt werden kann: 

p^=0, q| = — (OjSin^^, r^^ tOjCosqD^, 
Uj = 0, v^ = — (OjSjCosyi, w^ = — o^s^siniy, 
und: 

P5 = 0, Qg — — ragsincpg, r^ =- ra^ cosgsg, 

Uj = 0, "Vg = — ta^ «2 cos (p^, Wg = — 03 Sj sin q^^. 
Soll aus diesen beiden Drehungen die vorgelegte Sehraubung hervor- 
gehen, so müssen außer: 

p^+p, = 0, u, + u, = 
auch die Gleichungen: 

oder: 

(a) Gij^sin^j -|- a^siiKp^ = 0, (b) ra^Sj^cosgSj^ -j- [o^S^cosip,^ = 

erfüllt sein. Von diesen ist aber wegen der Beziehungen (31) die 
zweite eine Folge der ersten. Ferner muß: 

T^+ Y^= a, W, ~t- Wj,-- Jco) 
oder: 

(c) Ki,cosy^-l- Ojeosqjj= w, (d) — (M^s^siny^+ WjSjsingij} = /cw 

sein. Multipliziert man die linke und rechte Seite ¥ou (c) mit k, so 
kann man die entstehende Gleichung nach (31) schreiben: 

1) Diesen Sata gab Cliaales (ßendus t. 16, p. 1433) in der nmgekelirtea 
Form. Vgl. auch Maonlieim, Journ. de l'ficole polyt., Cah, 4S (1870), p. 66. 
Diese Autoren bezeichnen die reziproken Polarea des NullsystemE als „droites 
conjuguöes" uttd den ^Nullpunkt einer Ebene ala deren „foyer". 
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(a^S2 8iag)^+ Og 3,810913 = Jia, 

und hieraus kann man, da nacli (a) 03^811191^= — Oj sin (p^ ist, die 
Gleichung (d) herleiten, die sonach ebenfalls eine Folge der Ührigen 



ist. Ans (a) und (e) li 
«2 berechnen und findet; 



(32) 



man .aber leicht die Werte von 1» und 



Eiii{5ij-(p,) s siii(qi5-9,) 

Aus zwei Drehungen um die reziprolsen Polaren des Nullsystems 
mit diesen Winkelgeschwindigkeiten ra,, ca^ läßt sich, da so alle zn 
erfüllenden Gleichungen befriedigt werden, die Schraubung in der 
Tat zusammensetzen. Die Gleichungen (32) zeigen, daß sich ra, Oj, ro^ 
als die Seiten eines Dreiecks darstellen lassen, von dem zwei Winkel 
— (p^ und 9)3 sind, oder anders ausgedrückt: Wenn man zwei 
Vektoren an Richtung gleich den beiden reziproken Polaren, an 
Größe gleich den zugehörigen Rotationsgeschwindigkeiten macht, so 
stellt der durch Addition dieser beiden resultierende Vektor der Rich- 
tung nach die Schraub enachse und der Größe nach die Drehgeschwin- 
digkeit um diese Schraubenachse dar. Kreuzen die beiden reziproken 
Polaren einander senkrecht, ao wird 9)„— ^^=90", und dann folgt 
aus (32): 

(Oj = 03 sin (f^ — <x) cos (p^, Og = — 01 sin 90 j = ra cos rp^. 

Die Verschiebungslinie eines Punktes steht auf dessen Nullebene 
senkrecht. Hat also der Punkt von der Schraubenachse den Abstand 
Sj und ist (p^ der Winkel, unter dem die Verschiehungslinie die 
Schraub enachse kreuzt, so folgt unmittelbar aus der Gleichung (28), daß 

(33) tang gi^ = - ^'■ 

werden muß. Nimmt man aber in (31) tangfpj-tangqj^ = — 1, d.h. 
die beiden reziproken Polaren senkrecht zueinander an, so sieht man, 
daß dann: 

(33a) tang^j^ — -S tangg)j= — y und s^-S-^^ — h^ 

wird. Jede Verschiebungslinie wird also von ihrer reziproken 
Polare rechtwinklig gekreuzt, und diese reziproke Polare 
ist wieder eine Verschiebungslinie. Die Pole dieser beiden 
Verschiebungalinien sind deren Schnittpunkte mit ihrer gemeinsamen 
Normalen. Die Ebene, die durch die eine Linie senkrecht zur anderen 
gelegt wird, schneidet aus dieser ihren Pol aus, und die erstere Linie 
ist nach Chasles' Ausdruck die Charakteristik dieser Ebene. 

Für diese Charakteristik hat Chiles eine Reihe von Sätzen auf- 
gestellt, von denen wir nur einige anführen wollen. Nach dem 
früher Gesagten können wir den Satz aussprechen: Die Strahlen des 
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linearen Komplexes, die eine gerade Linie treffen, treffen auch deren 
reziproke Polare. Lassen wir den Treffpunkt mit der ersten Linie 
insbesondere in unendliche Entfernung rücken, so ergibt sich: Die 
Strahlen des linearen Komplexes, die einer geraden Linie parallel 
sind, treffen deren reziproke Polare. Nehmen wir nun für die erste 
Linie eine Verschiebungslinie, so sind alle zu ihr parallelen Strahlen 
zu der Nullebene ihres Poles normal, die reziproke Polare der Ver- 
schieb ungsli nie ist aber die Chaslessche Charakteristik dieser Null- 
ebene, und somit finden wir: Die Strahlen des linearen Komplexes, 
die zu einer Ebene normal sind, treffen die Charakteristik dieser 
Ebene. Einen aolchen Komplexatrahl bekommt man jedesmal, wenn 
mau eine zu der Ebene senkrechte Linie sucht, die irgendein Paar 
reziproker Polaren schneidet. Der Schnittpunkt dieser Linie mit der 
Ebene ist aber allemal der Schnittpunkt der orthogonalen Projektionen 
der beiden reziproken Polaren auf die Ebene, und so ergibt sich der 
Satz: Die orthogonalen Projektionen zweier reziproken Polaren auf 
eine Ebene schneiden sich immer auf der Cbaslessehen Charakteristik 
dieser Ebene. 

Sind X, II, V die Winkel, welche die "Verschiebungslinie eines 
Punktes (x, y, £) mit den positiven Koordinatenrichtungen einschließt, 
so muß die Nullebene dieses Punktes die Gleichung: 

co3^(a:'— x) + cos ((()/'— y) + coai'(s'— s) = 

habeu. Da diese Gleichung aber nach (27a): 

- y{x'~ x) + xiy'— y) + Mz'- ?) = 
ist, so folgt: 

cos l : cos ft : cos v = — y : x:h, 

und mithin werden die Koordinaten x, y, s eines beliebigen Punktes 
der Verschiebungslinie: 



(34) x^ = x-^^y, y^--y-Qx, s^^s-^lz, 

wenn 41 einen variablen Parameter bezeichnet. Dies ist die einfache 
Darstellung der Verschiebungslinie mit Hilfe der Koordinaten x, y, 
ihres Poles. 

Sieht man in den Gleichungen (34) die Koordinaten 3;^, y^, 0^ 
als fest gegeben an, verlangt man also, daß die Verschiebungslinie 
durch einen bestimmten Punkt P^ gehen soll, so erhält man für 
den Ort ihres Polea die Darstellung: 

(35) ._"^?f, y^%f, .-.,+ ,*. 

TimeräiDg, Geomctiie der Krtfts. 8 
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Dieser Ort ist eine rationale Raumkurve, and zwar von der dritten 
Ordnung^), da durch Einsetzen der Werte für x, y, 2 in die Glei- 
chung einer Ebene: 

ux + vy -i- tos = ) 

eine Gleichung dritten Grades für p folgt, deren drei Wurzeln drei 
Schnittpunkte der Kurve mit der Ebene entsprechen. Für ^ = 
wird x = x^, y — yi, 3 = ^,, die Raumkurve geht alao selbst durch 
den Punkt Pj hindurch. 

Wählt man das Koordinatensystem so, daß der Punkt Pj auf 
die cc-Achse im Abstände s von dem Koordinatenursprung zu liegen 
kommtj so werden die Gleichungen (35) einfach: 

Eliminiert man aus den ersten beiden Gleichungen p, so findet man: 

(36) x^ + i/ = s-x. 

Dies ist die Gleichung eines Rotationszylinders, auf dem die Raum- 
kurve dritter Ordnung liegt und von dem die Schraubenachse und 
die zu ihr durch Pj gelegte Parallele p^ zwei diametral gegenüber- 
liegende Seitenlinien bilden. 

Gibt man den Gleichungen (35a) die Form: 

(35b) s-x = ,f-,s, ?/=-^s, ß = Qj;, 

so läßt sich aus ihnen leicht die weitere Gleichung ableiten: 

(37) {t-xf + y-'-lyn. 

Dies ist die Gleichung des Kegels, welcher die Eaumkurve aus dem 
Punkte P, projiziert und sie aus dem Zylinder, mit dem er außer- 
dem die gerade Linie ji^ gemein hat, ausschneidet. Es ist dies aber 
gleichzeitig der Kegel, den die durch den Punkt Pj gehenden Ver- 
schiebungslinien erfüllen. Der Kegel ist ein orthogonaler^), seine 
Kreisschnittebenen bilden zwei Seharen paralleler Ebenen, die zu je 
einer seiner Seitenlinien orthogonal sind. Eine dieser Seitenlinien ist 
die Linie ^j, die durch den Punkt P^ parallel zur Schraubenachse, 
d. h. zur «-Achse gezogen ist und für die a: = s, «/ =- 0, wodurch die 
Gleichung (37) unabhängig von s befriedigt wird. In der Tat sehneiden 

1) Die Raumkurven dritter Ordnung sind zuerst von Moebius in seinem 
„bacyzentrischeu Calcul" 1827 (Werke I, p. 117 ff.) nnterBucht worden. Ihre 
analytische Behandlung betreffend vergleicke man Cremona, Aunali di matem. 
(1), vol. 1(1858), p. 164, 278; 2 (1859), p. 19 und Journ. f. Math. Bd. 68 (1861), p. 149. 

2) Diese Bezeichnung stammt von Schroeter (Journ. f. Math. Bd. 85, S. 41 
und 79), 



y Google 



Vei'Bcliiebungsliiiieii duroli einea Punkt, 115 

die zu dieser Linie senlcrecliten Ebenen, d. h. die Ebenen, für die 
s — conet,, den Kegel in Kreisen. 

Aus den Formeln (35a) und (35b) leitet man mit Leichtigkeit ab: 

Dies ist die einfaebste Darstellung der Kurve. Scbreibt man aber 
die Gleichungen in der folgenden Gestalt: 

(38 a) y — qx^ii, s — a;— pj/ = 0, z — ^It =- 0, 

so sieht man sofort, daß hierdurch drei projektive Ebenenbüsehel 
dargestellt werden, welche die Raumkurve erjieugen, indem drei ent- 
sprechende Ebenen aus diesen Büscheln, die zu demselben Werte des 
Parameters q gehören, sich jedesmal in einem Punkte der Raum- 
kurve schneiden. Diese Raumkurve dritter Ordnung spielt in ge- 
wisser Weise für die ßaumgeometrie eine ähnliche Rolle wie der 
Kreis für die Ebene und kann deswegen einfach als ein Raumkreis 
bezeichnet werden. 

Wie wir die Versehiebungslinien, die durch einen bestimmten 
Punkt gehen, gesucht haben und dabei fanden, daß sie auf einem 
ortiogonalen Kegel liegen, dessen Kreis sohnittebenen senkrecht zur 
Schraubenachse sind, so wollen wir auch nach den Versehiebungs- 
linien fragen, die in einer bestimmten Ebene % liegen, und wir 
werden sehen, daß sie eine Parabel umhüllen. 

Das Koordinatensystem denken wir uns so gewählt, daß die 
iC-Achse in die Ebene % fällt. Die Gleichung der Ebene ist dann 
von der Form: 

(39) « _ a.y. 

Soll diese Gleichung für einen beliebigen Punkt (mit den Koordinaten 
^1? ^11 ■^i) ^^"^ 2u dem Punkte (x, y, i) gehörigen Verschiebungslinie 
erfüllt sein, so muß nach den Formeln (34): 

oder, weil die Gleichung für jedes p erfüllt sein soll: 

(40) z = ay und Ic = ax 

sein. Durch diese beiden Gleichungen ist als Ori der Pole aller in rc 
liegenden Versehiebungslinien eine gerade Linie j) der Ebene % dar- 
gestellt, welche die a;-Äohse im Abstände: 

von der Schraub enachse (d. h. der 5-Achse) unter rechtem Winkel 
trifft, und zwar ist sie die Verechiebungslinie dieses Treffpunktes P. 
Denn nimmt man in den Gleichungen (34): 
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a:--*, 9-0, .-0 
an, so werden sie: 

^i="~' lli— ~ 9~' «1 = — pÄ, 
woraus in der Tat: 

hervorgeht. Die Linie p ist ferner die reziproke Polare der auf der 
Ebene it in ihrem Nullpunkte Pg errichteten Normalen p^,, d. b. der 
Verschiebungslinie dieses KuUpimkteB P,,. Denn P^ bat die Ko- 
ordinaten x = Sg= — <xh, y — 0, — 0, wie man sofort sieht, wenn 
man die Gleichung (27a) in der Form Itz = — s^y mit (39) identi- 
fiziert. Die Punkte P,, und P liegen also auf einem Lote der 
Schraubeuaobse (nämlich auf der a^-Ächse), und ihre Abstände s^, s 
von der Schraubenachse (d. b. ihre a:- Koordinaten) genügen der Be- 
ziehung: 

(42) s^s = - li'. 

Darum aber sind [vgl. (33 a)] ihre Verschiebungslinien 2>o '^^^ P 
reziproke Polaren und kreuzen sich rechtwinklig, die Linie p ist 
nichts anderes wie die Chaslesscbe Charakteristik der Ebene je. 

Diese Linie ist demnach der Ort der Pole aller der Ver schieb an gs- 
linien, die ganz der Ebene a angehören. Die Punkte der Linie p 
sind die einzigen Punkte von at, die bei der unendlich kleinen 
Bewegung in dieser Ebene bleiben. Man kann dies auch so aus- 
drücken, daß man sagt, die Ebene sr muß von der unendlich benach- 
barten Ebene, in die sie durch die unendlich kleine Bewegung über- 
geht, in einer derLinie^ unendlich nahe gelegenen Linie geschnitten 
werden. Wir wollen mit einem einfacheren Ausdruck die Linie p 
die Achse der Ebene x nennen. Jede Verschiebungslinie p ist Achse 
einer einzigen Ebene. Man findet diese, indem man durch die 
Linie p die Ebene legt, die senkrecht zu der reziproken Polaren p^ 
von p ist. Die Verschiebungslinie eines beliebigen Punktes Q vonp 
muß senkrecht auf der Ebene stehen, die diesen Punkt Q mit der 
reziproken Polaren p^ verbindet, denn das ist die Nullebene des 
Punktes Q, sie steht in der Ebene rc also senkrecht auf der Linie, 
die den Punkt Q mit dem Nullpunkte P^ der Ebene (als deren 
Schnittpunkte mit der reziproken Polaren p^ verbindet. Daraus ist 
sofort zu sehen, daß die Verschiebungslinien der Punkte von p in 
der Ebene re eine Parabel umhüllen, von welcher der Nullpunkt F^ 
der Brennpunkt und p die Scheiteltangente ist. 

Wir wollen diese Parabel auch analytisch festlegen und suchen 
zunächst eine Parameterdar Stellung ihrer Tangenten. Ein Punkt Q 
der Linie p hat Koordinaten: 



y Google 



und machen wir hierbei gemäß (41): 

(43) y — s-ii^-7j, 

indem )j einen der Bequemlichkeit halber eingeführten Parameter 
bezeichnet, so erhalten wir nach (40) folgende einfache Parameter- 
darsteUung der Linie p: 

(44) x^s, y = s'Yi, £ = 7cij 

und dann aus den Formeln (34) sofort die Parameter dar Stellung der 
Verschiebungslinie eines beliebigen Punktes vonjj: 

(45) x^^s{l + Q7i), y,-s{7i^Q), s,^}c{ii-&). 

Eliminieren wir p aus den ersten beiden der so gewonnenen 
Gleichungen, so erhalten wir die Gleichung für die Projektion dieser 
Versehiebungslinie auf die a^}/-Ebene: 

Um die Kurve zu finden, die von den Projektionen aller Ver- 
BchiebungsUnien in der Ebene jr umhüJlt wird, differenzieren wir die 
vorstehende Gleichung nach dem Parameter ij; so ergibt sich: 

Eliminieren wir femer mit Hilfe dieser Gleichung aus der vorigen 
Gleichung das ^, so erhalten wirr 

(46) !/,'-4s(s-a;,). 

Dies ist die Gleichung für die Projektion der Parabel in der Ebene !t 
auf die xy-Ebene. 

Die Verscbiebnngslinien, die in der Ebene x liegen und die 
Parabel umhüllen, sind wieder Achsen je einer bestimmten Ebene, 
und alle Ebenen, die wir so erhalten, umhüllen eine ibwickelbaie 
Fläche, sie bilden, wie wii sagen, ein Ebenengewinde zu dem 
auch die Ebene st selbst gehoit, denn ihie Achse geholt mit zu den 
Verschiebuug'ilinien die in ihi liegen and bildet die fecheiteltangente 
der Parabel In jedei Ebene des Ebenen gewin des hegen nun immer 
die Verschiebungshuien der Punkte ihrer Schnittl nie mit der Ebene X, 
und die Schnittlinie ngend zweiei Fbcnen des Gewindes ist die 
Verschiebung, slmiB ihies '^chmttpunKtes mit der Ebene sr Gieifen 
wir also eme beliebige Ebene 't: aus dem Gewinde heiaus, io 
schneiden die ubngen Ebenen des Gewindes aus ihi die Simtlichen 
Verschiebungslinien aus, die in ihi hegen, und das Gewinde spielt 
so für diese Ebene %' genau dieselbe Rolle wie fui die Ebene jt die 
letztere ist untei den Ebenen des Gewindes in kemei Weise aus 
gezeichnet. 
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Wir suchen nun eine analytische Darstellung der Ebenen des 
Gewindes. Zu dem Zwecke greifen wir unter den Yerschiebungs- 
linien eine beliebige v heraus und suchen von irgendeinem Punkte 
{x, y, i) auf ihr wieder die Versehiebungsliuie, von der dann die 
Koordinaten irgendeines Punktes, x^, y^, s^, berechnet werden sollen. 
So finden wir die Koordinaten eines beliebigen Punktes in der durch v 
gehenden Ebene des Gewindes. Wir setzen also in den Formeln (34) 
gemäß (45): 

a; = s(H-e,ii)j J'-s('?-Po)j « = 'K''/-po)j 
dann werden sie, wenn wir: 

1-poP^.'^' ?>,+ ? = »' 
niaclien : 

a;i = s( ^ + vi\), 

y, = s{iiri- v), 

,,^k(rs- v). 
Durch Elimination von (i und *■ erhalten wir die Gleichung der 
Ebene des Gewindes: 

Mrix^ - yd + s(i -I- ^')(^i - Wl = 0, 

indem den verschiedenen Werten des Parameters rj die verschiedenen 
Ebenen des Gewindes entsprechen. Das Gewinde ist von der dritten 
Klasse, durch jeden Punkt gehen drei Ebenen von ihm. In der Tat 
wird die Toi-etehende Gleichung, wenn man in ihr die Koordinaten 
^1) l/ii ^1 ^^ f^^t gegeben ansiebt, för ij vom dritten Grade. Sie 
lautet geordnet, nachdem man sie durch — /es geteilt hat: 

(47) ,._5,>+(l_a),-(|-!J.) = 0. 

Fallen ihre drei Wurzeln zusammen, so erhalten wir einen Punkt 
der Raumkurve, deren Tange ntenüäche das Ebenengewinde umhüllt 
und aus deren Scbmiegungsebenen es besteht. Dann gelangen wir 
aber zu den folgenden Beziehungen, welche die Koeffizienten der 
Gleichung durch ihre einzige Wurzel ri auszudrücken lehren: 

(48) 1 = 3,, 1-S_3,', J-'f-.;', 

und aus diesen folgt sofort die Parameterdarstellung der Raunikurve: 



(49) 



h- 


s(l- 


3'i'), 


/x = 


»,(3 


-•?'). 


; =. 


Sil,. 
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Es ist, wie wir aus dieser Darstellung sofort sehen, eine E.aumkurve 
dritter Ordnung,^) Eliminieren wir aus der ersten und dritten der 
vorstehenden Gleichungen jj, so erhalten wir die Gleichung: 

(50) 0^^ = s''- (s ~ X,) 

eines paraholisohen Zylinders, auf dem die Raumkurve liegt. Sie 
wird, da sie eine gewisse Analogie mit der ehenen Parahel zeigt, 
eine EaumparabeP) genannt. Die Gesamtheit aller der geraden 
Linien, in denen sich je zwei Schmiegungsebenen der itaumparabel 
schneiden, bezeichnen wir als deren Achsenkongruenz. Man kann 
leicht beweisen, daß diese Äehsenkongruenz von der ersten Klasse 
und dritten Ordnung ist, d. h. daß in einer beliebigen Ebene eine 
Linie der Eongruenz liegt und durch einen beliebigen Tunkt drei 
Linien der Kongruenz gehen. Wir können dann den Satz, der zu 
der Betrachtung der Raumparabel geführt hat, formulieren wie folgt; 
Die Verschiebungslinien der Punkte einer Ebene bilden die 
Achsenkongruenz einer Raumparabel. 



Neunies Kapitel 
CrJeichge wicht. 

Wir wollen jetzt zu Systemen von Kräften zurückkehren, die 
im statischen Gleichgewichte sind, und untersuchen, welche geo- 
metrischen Bestimmungen sieh für solche Kräfte aufstellen lassen. 
Der Bedingung des absoluten statischen Gleichgewichtes läßt sich die 
Bedingung des Gleichgewichtes für eine bestimmte Achse oder einen 
bestimmten Punkt als die weniger umfassende voranstellen. 

Ein Kräftesystem heißt im statischen Gleichgewichte für eine 
bestimmte Achse, wenn sein Moment für diese Achse verschwindet. 
Ein beliebiges Kräftesystem ist also im Gleichgewichte für alle 
Achsen, welche seinem linearen Strahlen komplexe angehören, und die 
Bedeutung der NuUinien eines Kräftesyatems ist einfach die, daß das 
Kräftesystem für diese Nuilinien im Gleichgewichte ist. Ein linearer 
Strahlenkomplex ist durch fünf seiner Strahlen, die keiner hnearen 

1) Den so hervortretenden dualen Charakter der Eaumkurven dritter Ordunng 
tat zuerst Schroeter [Jonrn. f. Math. Bd. 56 (I'858), S. 27] richtig erkanafc. 

2) Seydewita [Archiv d. Math. u. Phya. Ed. JO (1817) S. 212] nennt sie 
„rilumliche Parabel". Den Auadruck Kaumpavabel findet man in dev neuesten 
Auflag-e von Rejes Geometrie der Lage. 
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Strahlenkongruenz angehören, bestimmt. Denn sind j;, ^i, J;, hi ^i; i^i 
(i = 1, 2, 3, 4, 6) die Koordinaten der fünf Strahlen, so lassen sich 
unter der angegebenen Voraussetzung aus den fünf Gleichungen: 

(1) Lj,+ MQ.-+Nji + Xl,-+ Yni, + 2n>=0 

die Verhältnisse der Koeffizienten L, M, N, S, Y, Z in der linearen 
Gleichung bestimmen, welcher die Koordinaten irgendeines sechsten, 
mit den fünf ersten einem linearen Komplex angehörenden Straliles 
genügen müssen. Ist sonach ein Kräftesystem im Gleichgewicht für 
sechs Achsen, die nicht einem linearen Strahlenkomplex angehören, 
so ist es überhaupt im Gleichgewicht. Denn für ein Kräftesystem, 
das nicht im absoluten statischen Gleichgewicht ist, kann Gleich- 
gewicht nur für die Achsen, die zu einem bestimmten linearen 
Komplex gehören, stattfinden; wenn also noch für eine nicht zu 
diesem Komplex gehörende Achse Gleichgewicht yorhanden ist, so 
ist das Kräftesystem im absoluten statischen Gleichgewicht und ist 
im Gleichgewicht für jede Achse. 

Ein Kräftesystem heißt im statischen Gleichgewicht für einen 
bestimmten Punkt, wenn sein Vektormoment für diesen Punkt ver- 
schwindet. Es muß das Kräftesystem dann einer Einzelkraft statisch 
äquivalent sein, welche in dem Bezugspunkte angreift. Das sieht 
man am einfachsten ein, wenn man in diesen Punkt den Koordinateu- 
urspmng legt. Dann sind die Komponenten des Vektormomentes 
einfach die drei letzten Koordinaten L, M, N des Kräftesystems, und 
diese müssen, wenn Gleichgewicht für den Punkt vorhanden, sonach 
verschwinden. Deswegen sind die statischen Koordinaten des Kräfte- 
systems der iteihe nach: 

5, Y, Z, 0, 0, 0, 
und dies sind auch die Koordinaten einer Einzelkraft mit den 
Komponenten X, Y, Z, die im Koordinatenursprung angreift. Da 
man den Angriffspunkt aber beliebig in der Richtung der Kraft ver- 
Bchieben darf, muß das Kräftesystem im Gleichgewicht sein für jeden 
Punkt auf der Wirknngslinie dieser Kraft. Wenn ein Kräftesystem 
sonach im Gleichgewicht ist für einen Punkt, so ist es für alle 
Punkte einer bestimmten Linie im Gleichgewicht und einer in dieser 
Linie vrirkenden Kraft statisch äquivalent. 

Wir wollen nun die drei Hauptfälle aufzählen, in denen das 
Kräftesystem einer Einzelkraft äquivalent wird. 

Der erste Fall ist der, wo alle Kräfte des Systems in einer 
Ebene wirken. Wählen wir für diese Ebene die a!j/-Ebene, so wird 
die dritte Komponente Z^ jeder Kraft = und ebenso die dritte 
Koordinate s^ des Angriffspunktes = 0. Also wird von den Koordi- 
naten des Kräftesystems: 
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Soll nun eine Einzelkiaft gefunden weiden die dem Kräftesystem 
statiscli äquivalent ist so mü'i'üen deren Koordinaten der Reihe 
nach sein 

X, Y, 0, ü, 0, N. 

Die Komponenten der resultierenden Kraft miisson sonach X, Y, 
seiiij von den Koordinaten x, y, s ihres Angriffspunktes mnß ^ = 
werden, während x, y nur der Gleichung zn genügen brauchen: 
N = Y3;~Xj/. 

Wir erhalten also in der Tat eine dem KrUftesystem äquivalente 
Kraft, die in der durch die vorstehende Gleichung dargestellten 
geraden Linie der «»/-Ebene wirkt. Nur wenn X, T verschwinden, 
ist das Kräftesystem nicht einer Einzelkraft, sondern nur einem 
Kräftepaar äquivalent. 

Der zweite Fall ist der, wo alle Kräfte in einem Punkte an- 
greifen oder in Linien wirken, die durch einen und denselben Punkt 
gehen. Wählen wir diesen Punkt zum Koordinatenursprung, so ver- 
schwinden von allen Kräften des Systems die drei letzten Koordinaten 
L.,, Mp, Np, mithin wird auch 



■K^'^M.^^0, N=VNj=0, 



das Vektormoment des Kräftesjstems für den Koordinatenursprung 
ist Null und das System somit einer in diesem Punkte angreifenden 
Einzelkraft äquivalent. 

Der dritte Fall ist der, wo alle Kräfte des Systems parallel 
gerichtet sind.^) Wir- wollen diese Uiebtung festlegen durch die 
Winkel X, (i, v, die sie mit den positiven Koordinatenrichtungen 
einschließt. Nennen wir dann R^ die positiv oder negativ gerechnete 
Größe einer Kraft des Systems, so werden ihre Komponenten: 

Xj = R,, cos ;., Y^, = E;, cos fi, Z^ = R^, cos v. 
Setzen wir also ^--, 

(2) 2j^t!-'^, 

so werden die drei ersten Koordinaten des Kraft es ysteras: 

X = Vx?=Rcosi, Y^'^Y^^V^f.osii, Z=VZe = Rcosv. 

Um auch die drei letzten Koordinaten in einer ähnlichen Form aus- 
zudrücken, machen wir: 

(3) VR5Ä(,-Ra;o, y^'S.^ij.j = '^-y>„ 'V'^z,g<,= '^^<,- 
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-^(ß;! 



, COS V — Efl j 



(4) = S ((/„ cos v — Sq cos (i) 

und ähnlich: 

(4) M = Xäo-Z^o, N = Yxo-Xy^. 

Das ganze Kräftesjstem ist also einer Einzelkraft äquivalent, deren 
Komponenten X, Y, Z sind und die in dem Punkte mit den Koordi- 
naten Xg, ^01 ^0 angreift. Die Lage dieses Punktes ist seiner Definitions- 
weise nach nicht abhängig von der gemeinsamen Richtung der 
parallelen Kräfte, er heißt der Mittelpunkt derselben. Die resul- 
tierende Kraft ist den Kräften des Systems gleichgerichtet, und ihre 
Große ist die algebraische Summe von den Größen der letzteren. 
Denkt man sich alle Kräfte des Systems einer gemeinsamen Drehung 
um ihre Angriffspunkte unterworfen, so daß sie einander parallel 
bleiben, dann dreht sich auch ihre resultierende Kraft mit um ihren 
Angriffspunkt, den Mittelpunkt der parallelen Kräfte, ohne ihre 
Größe zu ändern. 

Die auseinandergesetzte Reduktion des Systems paralleler Kräfte 
versagt nur dann, wenn 

ist, woraus X, Y, Z = folgt. Dann nehme man für Rp eine be- 
liebige Größe und setze: 

so wird, wenn mau B.^jC03l = X^, R^cosii^Y^, R|)Cosi' = Z(| macht: 

L =^{1^,y^, - Yfä^f) = R<,[(y - y')oosv ~ (s - «>os,«t] 

und ebenso: 

M = X^(z - s') ~ Z^{x - x'), N = Y^(x - x') - X^(y ~ y'). 
Das Kräftesysteni ist demnach einem Kräftepaar äquivalent, von dem 
eine Kraft die Komponenten S,,, Y,,, Z^ und die Angriffspunkte die 
Koordinaten x, y, s und x', y', «' haben. Die Kräfte dieses Paares 
drehen sieb mit den Kräften des Systems um ihre Angriffspunkte, 
so daß die Äquivalenz erhalten bleibt. 

Die Bedingung dafür, daß ein Kräftesystem im statischen Gleich- 
gewichte ist, haben wir in analytischer Fassung durch das Ver- 
schwinden der sechs statischen Koordinaten des Kräftesystems gegeben. 
Es ist aber von Interesse, auch eine geometrische Formulierung 
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dafür zu finden.^) Wir geben dabei aus von dem Gleict gewichte der 
an einem Punkte angreifenden Kräfte. Nennen wir ß,, die Größe 
einer dieser Kräfte, <p^ den Winkel, den sie mit einer fest gegebenen 
Eicbtung r bildet, dann muß der Ausdruck: 



(5) Vß5cosg3p = 



sein, wie auch die Riebtung r, nacb der die Komponenten genommen 
werden, gewählt sei. Nehmen wir nun irgendein Polyeder, dessen 
Seitenflächen die Inhalte Rj, Eg . . . haben, ■während ihre nach außen 
gerichteten Normalen mit einer fest gegebenen Richtung die Winkel 
(f)^, (p2 ■ ■ ■ einschließen, so wird ebenfalls, wie auch die feste Rich- 
tung gewählt sei: 

^^RjCosqsj ^ 0. 

Daraus sehen wir: Nimmt man die an einem bestimmten Punkte an- 
greifenden Kräfte so an, daß sie der Richtung und dem Sinne nach 
mit den nacb außen gerichteten Normalen eines Poljedei's über- 
einstimmen, während sie an Größe dem Inhalte der betreffenden 
Seitenflächen dieses Polyeders proportional werden, so sind die Kräfte 
im Gleichgewichte.^) 

Wenn nun die Kräfte nicht mehr an einem Punkte angreifen, 
dann ist die formulierte Bedingung nicht mehr ausreichend für das 
Gleichgewicht. Sie bedeutet vielmehr nur das Versehwinden der drei 
ersten statischen Koordinaten S, Y, ?• des Kräfte Systems, d. h. das Gleich- 
gewicht der an einen Punkt verlegten Kräfte, und es ist noch eine 
geometrische Konstruktion zu ersinnen, welche das Verschwinden der 
drei letzten Koordinaten L, M, N ersetzt. Wir denken uns wieder 
ein Polyeder, zu dessen Seitenflächen die Kräfte des Systems normal 
gerichtet und an Größe proportional sind. Dies Polyeder nennen wir 
das Kräftepolyeder. Von diesem Kräftepolyeder nehmen wir nun 
die Polarfigur bezöglieh irgendeiner Kugel, deren Mittelpunkt wir S 
nennen und, um die Vorstellung zu fixieren, im Inneren des Kräfte- 
polyeders annehmen wollen. Die Polarfigur ist wieder ein Polyeder, 
das ebensoviel Seitenflächen hat wie das Kräftepolyeder Ecken und 
ebensoviel Ecken wie das letztere Seitenflächen. Seine Seitenflächen 
sind den Ecken, seine Ecken den Seitenflächen, seine Kanten den 
Kanten des KräftepoJyeders in eindeutiger Weise zugeordnet. Seine 
Seitenflächen sind senkrecht zu den Strahlen, die von dem Mittel- 
punkte S nach den entsprechenden Ecken des Kräftepolyeders hin- 
führen, seine Kanten sind also senkrecht zu den Ebenen, welche den 



1) Hierzu kann man vergleichen Zuochetti, Atti della S, Acoad. di Törino, 
Xn, 1870, p. 44. 

2) Bankine, A Manual of applied Mechanios, 1857, p. 137. 
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Punkt iS mit den entspreclienden Kanten des Kräftepolyeders Ter- 
binden. Statt dieses polaren Polyeders können wir nun irgendein 
anderes Polyeder TOn derselben Struktur nehmen, dessen Seitenflächen 
denen des polaren Polyeders parallel aind. Ein solches Polyeder 
wollen wir als Seilpolyeder bezeichnen. Von demselben gelten alle 
die Eigenschaften, die von dem polaren Polyeder aufgezählt sind. 
Bringt man nun in jeder Ecke des Seilpolyeders eine Kraft an, die 
zu der entsprechenden Seitenfläche des Kräftepolyedera normal ge- 
richtet und ihr an Größe proportional ist, so sind alle diese Kräfte 
im Gleichgewicht, 

Um dieses nachzuweisen, bringt man in den Kanten des Seil- 
polyeders je zwei Kräfte aa, die einander entgegengesetzt gleich sind. 
Ihre Größe soll proportional sein der zu der betreffenden Kante nor- 
malen Dreiecksfläche, welche der Punkt S mit einer Kante des Kräfte- 
polyedera bestimmt. Die KjäftCj die man dann in den Ton einer 
Ecke des Seilpolyeders aua gehenden Kanten erhält, sind so den 
Dreiecksflächen zugeordnet, die den Punkt S mit dem Bande der ent- 
sprechenden Seitenfläche des Kräftepolyeders verbinden.^ Diese Dreiecks- 
flächen bilden aber mit der zugehörigen Seitenfläche des Kräfte- 
polyeders zusammen wieder ein geschlossenes Polyeder, nämlich eine 
Pyramide, und wenn man den Sinn der Kräfte in den Kanten des 
Seilpolyeders entsprechend wählt, nämlicli so, daß er der nach außen 
gerichteten Normalen auf der zugehörigen Seitenfläche der Pyramide 
entspricht (vorausgesetzt, daß die Kraft, die der gemeinsamen Seiten- 
fläche der Pyramide und des Kräftepolyeders entspricht, die Richtung 
der nach dem Äußeren der Pyramide gehenden Normale hat), so be- 
steht Gleichgewicht zwischen den Kräften, die an der Ecke des 
Seilpolyeders wirken, denn diese Kräfte sind mit den äußeren Nor- 
malen der Pyramide gleichgerichtet und ihnen der Größe nach pro- 
portional. Dies gilt in gleicher Weise für alle Ecken des Seil- 
polyeders. Dabei kommen die Kräfte in jeder Kante des Polyeders 
doppelt vor, und zwar in der Tat mit gleicher Größe, aber entgegen- 
gesetztem Sinne, denn dieselbe Dreiecksfläche kommt bei zwei Pyra- 
miden vor, und die Normale, die für die eine Pyramide nach außen ge- 
richtet, ist für die andere nach innen gerichtet. Die Kräfte in den 
Kanten des Seilpolyeders beeinflussen also das Gleichgewicht des 
ganzen Systems nicht, indem sie sich paarweise aufheben. Besteht 
mithin, wie wir gesehen haben, an jeder Ecke des Seilpolyeders 
Gleichgewicht, so ist auch das ganze Kräftesystem im Gleichgewicht, 
w. z, b. w.'-) 

Nur von sieben und mehr Kräften, die im Gleichgewichte sind, 
können die Linien, in denen sie wirken, beliebig gewählt werden. 

1) Man Tgl. zu diesem Aljsclinitte Raukine, Philoa. Magaz. (4), rol. 27 
(1864), p. 92. 
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Beträgt die Anzaiil der Kräfte nicht über sechs, so unterliegt die 
Lage dieser Linien gewissen Einschränkungen. Diese Beziehungen 
zwischen den Wirkungslinien im Gie ich gewicht beündlicher Kräfte 
wollen wir jetzt aufsuchen. 

Ist die Zahl der Kräfte zwei, so müssen die Wirkungsltnien 
zusammenfallen, die Kräfte selbst haben gleiche Größe und entgegen- 
gesetzte Richtung. Ist die Zahl der Kräfte drei und sind diese nicht 
parallel, so müssen ihre Wirkungslinien durch einen Punkt gehen 
und in einer Ebene liegen. Tragen wir von dem gemeinsamen 
Angriffspunkt aus die Kräfte der Größe und Richtung nach als 
Strecken OA, OB, OC ab, so ist der Schwerpunkt, d. h. der 
Schnittpunkt der Mittellinien des Dreiecks ABG. Dieser Satz ist als 
eine einfache Umformung des Parallelogrammgesetzes leicht zu beweisen 
und schon von Varignon (1722) angegeben worden.') Die Wirkungs- 
linien der Kräfte können auch parallel sein und in einer Ebene liegen. 




Die Bestimmung der Größe dieser Kräfte erfolgt dann nach dem Archi- 
medischen Hebelgesetze, dem man folgende geometrische Fassung 
geben kann: Man schneide die drei parallelen Wirkungslinieu durch 
irgendeine Transversale, Durch die Schnittpunkte A, JB, C derselben 
ziehe man parallele Linien von beliebiger Richtung, von diesen 
schneide die durch A gehende die zweite und dritte Wirkungslinie 
in A^ und A^, die durch B gehende die erste und dritte Wirkungs- 
linie in Jßj und Bg, die durch G gehende die erste und zweite 
Wirkungslinie in Oj und C^, dann stellen die Streelren B^C^, C^A^, 
A^B^ drei Kräfte in den drei Wirkungslinien dar, die im Gleich- 
gewichte sind. Es wird nämlich C^ jI^j ^ — (BjCj + jl^-ßj) und das 
Parallelogramm Bj^G^C^B inhaltsgleich dem Parallelogramm BÄ^Ä^B^, 
worin das Hebelgesetz liegt. 

1) Nouvello Mdcanique, vol. I, p. 127. 
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Beträgt die Zahl der KräCte vier bis sechs, so wollen wir an- 
nelimea, daß keine zwei ihrer Wirkimgslinien in einer Ebene liegen, 
da solche zwei Kräfte sich sofort zu einer Kraft vereinigen lassen. 
Wir wollen ferner die Koordinaten ihrer Wirkungslinien bezeichnen mit 

Xi, 9„ ä;, h, m,-, n.> (i=i, 2..*) 

wenn v eine der Zahlen 4, 5, 6 bedeutet. Die Fordemng des Gleich- 
gewichtes bedingt es dann, daß sechs Gleichungen von der Form: 

bestehen. Diese Beziehungen haben aber zur Folge, daß jede lineare 
Gleichung: 

(1) LE;+M^,+ Ni,+ XIi+ Yin^+Zn;=0, 

die für die Koordinaten von v — 1 der v Wirkungslinien befriedigt 
ist, auch für die letzte dieser Linien gilt. Diese letzte Linie gehört 
also immer dem linearen Strahlen Systeme an, das durch die übrigen 
bestimmt ist. Indem wir die einzelnen Fälle sondern, finden wir: 
Wenn vier Kräfte im Gleichgewichte sind, gehören ihre vier Wirkungs- 
linien der einen Regelschar einer Hegelfläche zweiten Grades an. 
Wenn fünf Kräfte im Gleichgewichte sind, gehören ihre Wirkungs- 
linien einer linearen Strahlenkongruenz an, und wenn sechs Kräfte 
im Gleichgewichte sind, gehören ihre Wirkungslinien immer zu dem- 
selben linearen Komplex. Die analytische Bedingung hierfür wird 
durch das Verschwinden der folgenden Determinante^) gegeben: 

Xi Y, Zi Li Mj N, 

X, Y, Z, L, Mg Ns 

X3 Y3 Z3 Lj M3 N3 

Xi Yi Z, L^ M^ N, 

X5 Ys Zs L, M5 N5 

Xg Yg Zg Lg Mg Ng 
Den vorletzten der vorstehenden Sätze kann man auch so 
formulieren: Wenn zwei gerade Linien vier von den fünf Wirkungs- 
linien treffen, so schneiden sie auch die fünfte. Solche zwei reelle 
Linien brauchen aber nicht notwendig vorhanden zu sein, und 
wenn sie es nicht sind, versagt das Kriterium. Man kann aber auch 
eine Beschreibung von der gegenseitigen Lage der fünf Wirkungs- 
linien geben, die von einem jeden Imaginär werden unabhängig ist. 
Z. B. kann man eine beliebige der fünf Linien, p, herausgreifen und 
mit den übrigen vier paarweise durch eine Kegelfläche zweiten Grades 

1) Otaraltter und Bedeutung dieser Determinante sind von Walton unter- 
sucht -worden, Quarterlj Journal, vol. 4, p. S5S. 
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verTjmden. So erhält maa zwei Regelflächen, die zuBamnien alle fünf 
Linien enthalten und sich in einer derselben sehneiden. Sie durch- 
schneiden sich dann notwendig noch, in einer zweiten, zur ersten 
windschiefen, reellen geraden LiDie p'. (Die beiden Leitlinien der 
Kongruenz, welche den zwei Kegelflächen als zwei alle fünf Wirkunga- 
linien trefi^ende Strahlen außerdem gemeinsam sein müssen, übergehen 
wir jetzt, da sie auch imaginär werden können.) Ea ergibt sieh so: 
Öi'eifen wir eine der fünf Wirkungslinien heraus und teilen die 
übrigen vier in zwei Paare ein, ziehen wir dann durch einen be- 
liebigen Punkt der ersten Linie die Strahlen l und V, welche die 
Linien je eines Paares treffen, so geht die Verbindungs ebene dieser 
beiden Strahlen l, V immer durch eine und dieselbe gerade Linie p' 
hindurch, wie auch der Punkt auf der ersten Wirkungslinie an- 
genommen werden mag. Diese gerade Linie p' haben die beiden 
Regelflächen gemein, und sie wird auf beiden Flächen Ton jedem 
Strahl der anderen ßegelschar geschnitten. Die Strahlen l und V 
gehören aber, der eine auf der einen, der andere auf der anderen 
Eegelfläche, der Regelschar an, die p' nicht enthält, und da sie 
deshalb beide p' schneiden, muß ihre Verbindungs ebene dorch p' 
hindurchgehen, was die Behauptung war.') 

Wir wollen nun zu den Wirkungslinien der v Kräfte, deren 
Größen wir mit ifj, J^ , . , if^ bezeichnen, eine beliebige Bezugslime 
einführen. Wir nennen d^ ihren kürzesten Abstand von der 9"" 
Wirkungslinie und y^, den Winkel, unter dem sie diese kreuzt. Dann 
ist die erste Bedingung des GleichgewicHts, daß die algebraische 
Summe der Projektionen aller v Kräfte auf die angenommene Bezuga- 
linie verschwindet. Diese Bedingung führt zu der Gleichung: 

(5) '^i?;,cos(pj = 0. 

Die zweite Bedingung ist die, daß das Moment des Kräftesystems 
für die Bezugsliiiie verschwindet, und wird durch die Gleichung ge- 
geben: 

(6) ^ 

Wir wählen insbesondere für die Bezugsünie die 6'^ Wirkungslinie 
und schreiben dann (p^„ für ip^ und d^a für ä^, wobei zu beachten 
ist, daß 9:100 = und (?oo=0 wird. So erhalten wir statt der 
vorhergehenden beiden Gleichungen die folgenden: 



(7) '2^,iiOB<f,,=o, 2- 



J?p4asinq;j,o=0 (0 = 1, 3 ... ^). 



1) Man vgl. auch den kleinen Aufsatz von Cliasles, Comptes Rendus, t.62, 
1861, p. 745, in dem er die geometrischen und kinematiscten Beziehungen 
zwischen Kräften, die im Gleichgewicht sind, auseinandersetzt. 
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Wir führen dei- Einfachheit halber die abkürzende Bezeichnung ein: 

(8) d^a«m<p^„^{QGy) 

wobei (pö) = (ep) wird [vgl. S. 50 oben], und schreiben dann die 
zweite der Gleichungen för ö =- 1^ 2 . . . v ausführlicher: 

(12)^2 + (13)^3 + ■ ■ ■ + ilv)E.. = 
^7^-1 (21)_H,+ (23)i^,+ ...+ (2^)ß.= 

{vl)Ii,+ (v2)It, + {^3)E,^ =0 

Durch Elimination von B^, E^ . ■ . M^ aus diesen Gleichungen^) folgt: 

(9") D^O, . 

wenn: 

(12) (13)... (1«) 

(9) B_ (21) (23)... (2«) 

(rf) (.2) («3)... 

gesetzt wird.^). Wir bezeichnen noch mit D^a die ünterdeterminante 
dieser Determinaute T>, die dem e'™ Elemente der p"*" Zeile adjungiert 
ist. Mit Hilfe dieser TJnterdeterminanten ist es dann leicht, die Auf- 
lösung der Gleichungen (7 a) hinzuschreiben. Von diesen Gleichungen 
wird infolge der Bedingung D = eine überzählig. Lassen wir 
z. B. die erste Ton ihnen weg, so ergibt sich nach den allgemeinen 
Regeln für die Auflösung homogener linearer Gleichungen: 

Ebenso ergibt sich bei Weglassung der zweiten Gleichung: 

Da aber die Determinante D symmetrisch ist, d. h, (p6) = (<?p), 
wird auch D^g=Da^, insbesondere D^g^lJ^i- Wenn wir demnach 
die vorstehenden Proportionen miteinander multiplizieren , ergibt sich; 

und wir können das Lös ungssy stein der Gleichungen (7a) schreiben: 
(10) E^iB^iB^. ..:!;, = ■(/ Ali /Äs ^/As ■ ■ ■ ■V^-- 

1) Diese Größe heißt nach Cayley (Comptes Eemdus, t. 61 (1865), p. 839, 
CoUected Papeis V, p. 542) daa Moment der beiden Linien. Diese Bezeicbnung 
ist mit der unarigen identiscli, wenn man Linie und LinieugcöBe von der Länge 1 
identifiziert. 

9) Dieselben rühren von Spottiawoode her, Comptes Rendus, i. BS 
(1868), p. 97. 

S) Dies hat schon Sylvester gefimden, Comptes Een du s, t. 52 {1861), p. 815. 
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Vier Kräfte im Gleichgewicht. 
Im Falle v = 4 wird die Gleichung D = 0: 



(11) T/pKÜ) + t/(31) (,24) + VmW) = 0.') 

Weim man diese GHeicliung rational macht, ergibt sich in der Tat 
dasselbe, ala wenn die Determinante D für v = 4 ausgereclmet gleich 
Null gesetzt wird. Da die vier Wirkungslinien nur der Bedingung 
unterliegen, daß aie der einen Begelschar einer Uegelfläclie zweiten 
Grades angehören, muß für vier solche Linien die Gleichung (11) 
immer erfüUt sein. In dem vorliegenden Falle wird die Proportion (10): 



(12) B,:B,:B,:B^ = /(23) (34) (42) : -j/(34) (41) [ 13) 

:>/(41)(12)(24):y(12)(23)(31). 

Diese Darstellung hat schon Moebius gefunden.^) Es folgt aus 
derselben z. B.: 

' B,B^(i2) =^ E^R^id4:) 
oder: 

(13) E^ Üj dj^ sin <p^^ ^ E^B^ d^^ sin (p^^. 

Diese Gleichung hat aber folgende Bedeutung: Stellen wir die 
vier im Gleichgewicht befindlichen Kräfte durch Strecken 
auf ihren Wirtungslinien dar und teilen diese vier Strecken 
irgendwie in zwei Paare ein, dann werden die beiden 
Tetraeder, welche die Strecken jedes der beiden Paare als 
zwei Gegenkanten bestimmen, einander an Volumen gleich. 
Dieser Satz rührt von Chasles her. Es ist derselbe Satz, der früher 
am Ende des siebenten Kapitels gegeben ist, da irgend zwei der vier 
Kräfte dieselbe Dyname ergeben wie die übrigen zwei, wenn man 
deren Richtung umkehrt. 

Wir können im Falle von vier Kräften die Größe derselben 
auch aus den ersten der Gleichungen (7) berechnen, die sich jetzt 



(14) 



I i?^4- cos^,gi?ä+ cos ipfgB^+ coa ^p-^^B^= 0, 

cos y^i-Rj + B^+ cos 923^3+ cos (p^^B^= 0, 

lcosy3iJ^+ cos^gji^ + -^3+ cos^gjiij-- 0, 

Icos^pji-Ri + cos<p^B^ -f- cosgj^3i?j+ B^= 0. 

Diese Gleichungen sind genau ebenso wie oben die Gleichungen (7a) 
aufzulösen. Dabei ist aber zu beachten, daß z. B. die Determinante 

1) Caylej- hat (Comptea Rendns, t. 61, p. 880, Papers V, p. 543) die all- 
gemeine Bedeutnng dieser Gleichung dahin erklärt, daß für vier StratleE, die 
üir genügen, die beiden sie alle treffenden geraden Linien sraBammenf allen oder, 
waa auf dasselbe hinauskommt, daß Jede von ihnen die durch die nbrigen drei 
bestimmte Begelfläche berührt. Daß die vier Strahlen einer Eegelschar angehören, 
ist eine weitergehende Spezialisiemng. 2) Lehrbuch der Statik I, g 1U3. 
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COS qDji '^'^^ fai 1 

die hier die Stelle des D^^ vertritt, eine einfaclie geometrische Be- 
deutung hat. Sie ist nämlich gleich dem Quadrate des Sinus der 
räumlichen Ecke, welche die Richtungen der drei ersten Wirkniigs- 
linien bestimmen. Wenn für den Augenblick die ßichtungskosinus 
dieser drei Linien mit 

§1' Vn kj ^2! %> ^ä! Isj %J Sa 
I läßt sich der 



bezeichnet werden, i 
die Gleichung: 



sin (123) = 



genannte Sinus definieren durch 
Vi 



Erbehen wir die linke und rechte Seite dieser Gleichung ins Quadrat, 
so entsteht nach einer bekannten Bechenregel für Determinanten: 

sin(123)^^! ^A+Vi,+ t,^, la'+ %'-(- fe' U,+ %V,+ ^stB I- 
nA+V,ni+^s^i U,+ VsV^+t,ts E/+V + &/ I 
Die auf der rechten Seite stehende Determinante ist aber, da: 

^i'+%^ + V — 1? ^Jg+'^i%4-£i&a = C0syis usw. 
wird, mit der vorher angegebenen Determinante identisch. So er- 
halten wir als Lösung der Gleichungen (14): 

(15) It,:It,:Ii,:B^= sin(234) : siu(341) : siu(412) : sin(123). 

Für das Quadrat des sin (123) bekommen wir nach einer Formel 
für die Beziehung einer Determinante zu der aus ihren Unter- 
determinanten gebildeten Determinante die weitere Gleichung: 

sin(123)^= n,ii~ri,i, ^n^-i^k ^.Vi- k% ■ 

Betrachten wir aber die körperliche Ecke, welche drei zu den 
drei Wirkungslinien normale Ebenen bilden, und nennen 

1/' Vi, ti'; li, -ni, tl\ ig, Vs> tj 

die Richtungskosinus der Eanten dieser Ecke, so numeriert, daß die 
erste der Kanten zu der zweiten und dritten Wirkungslinie normal 
ist usw., dann finden wir, da: 
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y(%r,-?.5,)'+a,i. 


-s,w'+(fei.- 


- 1.*)" 


yfeE.-%ü'+feSi 


-u.y+{i.i,- 


- 1.?.)" 






-/('/,?!- •;■&)' + (&!.- «i)"+ (S,%- fei;,/- " 



. M.- fei. 



wird, mithin erlialten wir für den Sinus der 
gebildeten räumlichen Eclie [123]: 

(16) ™[i2?,]_ i; ,,' s,' 
U,' %' s; 

Denkt man sich den hieraus 
entsprechenden Werte von sin 



. den drei Ebenen 



"Pi,' 



A^i 



!en Wert von sin (123) nnd die 
(234) usw. in die Proportion (15) ein- 
und vergleicht die sich so ergebenden Verhältnis werte von 
K/. . . mit den durch (12) gegebenen, so wird z, B.: 

(23)(34)(43) (3i)(41)(13) 

sinipg, sinqjs, sinqj,, 9iii[234] aiiiqi,^ Bmqi^i einq^.s siii[341] ' 



und wenn wir die Werte der Symbole (23), (34) . . . gemäß ( 
setzen, vereinfacht sich diese Gleichung zu: 



So sieht man, daß; 
(17) (;ia(?,s(iusin[234] - ä^rJ^^d^^sm\ß>Al\ 

= (?34(?3i<^sssin[412] = ,^^i(^^i?i3sin[123] 

ist, und aus dem Vergleich dieser Formel mit der Formel, die auf 
vierfache Art dasselbe Tetraedervolumen darstellt, ist zu erkennen, 
daß wenn die Kanten eines Te.traeders an Länge gleich 
den kürzesten Abständen der vier Wirkungslinien gemacht 
werden, die Sinus der räumlichen Ecken dieses Tetraeders 
proportional sind den Sinus der räumlichen Ecken des 
Tetraeders, dessen Seitenflächen normal zu den Wirkungs- 
linien sind. Gleichzeitig werden die in den Linien wirkenden 
Kräfte nach einem früher gefundenen Satze an Größe proportional 
den Seitenflächen des letzteren Tetraeders. 
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Zehntes Kapitel. 
Die Ballsclien 8cliraul}en. 

Die Dynamen, welche wir im siebenten Kapitel eingeführt haben, 
Btehea in einer dnrehgebenden Analogie zu den momentanen Be- 
wegungen oder Sehraubuagen, Diese Analogie ist als die unmittel- 
bare Erweiterung derjenigen anzusehen, die sich zwischen trans- 
latoriecben und rotatorischen Liniengrößen ergibt. Eine Dyname wird 
nämlich durch einen Ausdruck von folgender Gestalt gegeben: 

(1) A -X[(li] +T[OJ] + Z[Ok] + L[jk] + M[ki] + N[ij]. 
Diesem steht der analoge Ausdruck gegenüber: 

(2) E = p[JK] + q[KI] + r[IJ] + u[Iß] + v[Jß] + w[KßJ, 

in dem die binären Produkte der Punkteinheiten durch die binären 
Produkte der Ebeneneinheiten ersetzt sind. Diese Ausdrücke sind 
TOn denen für die beiden Arten von Liniengrößen nur dadurch 
unterschieden, daß die Bedingungen: 

SL+YM-1-ZN = und pu + qv-j-rw = 

in Wegfall kommeuj sie sind also als die unmittelbare analytische 
Erweiterung dieser Linien großen anzusehen. Wir wollen für den 
Augenblick in Eücksiebt auf die vöHig übereinstimmende analytische 
Darstellung die kinematischen und dynamischen Begriffe mit den ent- 
sprechenden geometrischen Begriffen direkt identifizieren, also eine 
Kraft mit einer translatorischen Liniengröße, eine momentane Drehung 
mit einer rotatorischen Liniengröße für gleichbedeutend halten, was 
sie in Wirklichkeit nur dann sind, wenn wir die Kraft direkt als 
Strecke geben und bei der Messung des sehr kleinen Ebenenwinkels eine 
unendlich kleine Einheit verwenden, die den Charakter einer Zeit hat. 
Es ist hierbei also eine Konvention über die zugrunde gelegte Ein- 
heit und eine Abstraktion von deren spezifischer Eigenart nötig.-') 

Wir können unter diesen Voraussetzungen den Ausdruck E als 
die Darstellung einer Schraubung ansehen und ihn, um ein neues 
Wort zu sparen, direkt als eine Schraubung bezeichnen. So tritt 
er dem Ausdrucke A, der eine Dyname bedeutet, als dualistisch ent- 
sprechender Ausdruck gegenüber, genau ebenso wie früher der 
translatorischen die rotatorische LiuiengrÖße gegenübergestellt wurde. 

1) Die Bedeutung der Einheiten für die Charakterisierung einer Größenart 
hat P. Klein in der S. 58 Anm. zitierten Arbeit hercorgohoben. 
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Diese Gegenüberstellung läßt sieh auf eine einfache Darstellungs- 
form bringen, wenn wir die auf S. 57 verwendete Bezeichnung der 
Einheiten benutzen. Danach haben wir zu setzen: 

(la) A =- Sl + Ti + Z( + Li + Mj -f- Nf, 

(2a) E=p!i+q|j + r!f+uli-fY,i+ w,'l. 

Bei dieser Bezeichnung liegt es Hiihe: 

(3) A-:E 
zu setzen, wenn: 

(4) X = p, Y ^ q, Z = r, L = u, M =^ v, N = w 
ist. 

Hiemach wird [A|E} das Produkt der zwei Dynamen: 

(la) A = Xt + Yj + Zf + Li + Mi + NE, 

(5) E^pt + qi +r! + ui-|- vj + wf. 

Dieses Produkt besteht aus der Größe e und einem Zahlfaktor. Den 
Zahlfaktor wollen wir schreiben A|E und finden dann; 

(5) A|E ^ Su + Yv + Zw + Lp + Mq + Nr, 

Die Bedeutung dieses Ausdruckes ist von früher her bekannt, er 
stellt die Arbeitsleistung eines Kräftesyatems, das zu der Dyname A 
gehört, bei der Schraubung E dar. Er ist, da diese Arbeitsleistung 
sich ursprünglich als eine Summe von inneren Produkten ergibt, 
notwendig ein Skalar erster Art. 

Um die durch die Gleichungen (4) gegebene Zuordnung zu ana- 
lysieren, legt man am einfachsten die «-Achse in die Achse der 
Scbraubung, dann wird unter Anwendung der früheren Bezeichnungen: 

(6) p = 0, q = 0, r = £0, u = 0, v -- 0, w = *. 

Die s-Achse wird gleichzeitig die Zentralachse der zugeordneten 
Dyname, und wir haben zu setzen: 

(7) X = 0, T = 0, Z = R, L = 0, M = 0, N = S. 

Die Schraubung ist zerlegt in die Drehung mit der Winkel- 
geschwindigkeit a um die Schraubenachse und die Gleitung mit der 
Geschwindigkeit &■ längs dieser Achse. Die Dyname ist erzeugt durch 
eine Einzelkraft R in der Zentralachse, d. h. der 3-Achse, und ein 
Kräftepaar vom Moment S in der «y-Ebene oder einer dazu parallelen, 
d. h. zur Zentralachse normalen Ebene. 

Es muß also bei der in Rede stehenden Zuordnung erstens die 
Achse der Schraubung mit der Zentralachse der Dyname zusammen- 
fallen, zweitens der Sinn der Drehung um die Schraubenachae mit 
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dem Sinn der Einzelkraft in der Zentralacbse der Dyname gleich- 
stimmig sein und ebenso der Sinn der G-leitung längs der Schrauben- 
achse mit dem Drebungssinn des zu der Dyname gebörigen Eräfte- 
paares, endlicb muß drittens die Translationsgescb windigkeit dem 
Moment des Kräftepaares und die Drebgescbwindigkeit der Größe 
der Einzelkraft gleicb sein. 

Die Zuordnung setzt also eine Konvention über das Entspreeben 
von Drehungs- und Ricbtungasinn voraus, die wir uns so getroffen 
denken, daß für einen aufreebt in den Ricbtungssinn gestellten 
Beobachter der Drebungssinn entgegen dem Uhrzeiger ist. Die Zu- 
ordnung setzt femer voraus, daß die Zeit- und Längeneinheiten ein 
für allemal festgelegt sind, und wenn man sich die Kräfte nicht 
sogleich als Längen gegeben denkt, auch eine Festsetzung über die 
Beziehung von Krafteinheit und Längeneinheit. Diese letztere Fest- 
setzung läßt sich vermeiden, wenn man die Koordinaten der Dyname 
und der Schraubung nicht unmittelbar einander gleich setzt, sondern 
einander proportional annimmt. Die Verschiedenheit der zugrunde 
liegenden Einheiten kann dann in den Proportionalitätsfaktor hinein- 
gelegt werden. Die durchgängige Analogie zwischen Dynamen und 
Scbraubungen, die aus der angegebenen Zuordnung folgt, bleibt auch 
bei dieser veränderten Form der letzteren erhalten. 

Statt nun aber die Koordinaten der Dyname und der Scbraubung 
einander direkt proportional anzunehmen, kann man sie auch den 
Koordinaten einer dritten, analogen Größe proportional setzen. Diese 
dritte Größe muß, soweit nur das Geometrische in Frage kommt, 
den Charakter der mit ihr in Beziehung gesetzten Größen, der 
Dynamen und Scbraubungen, besitzen, dagegen kann man voraus- 
setzen, daß alles nicht Geometrische, das Dynamische oder Kine- 
matische, von ihr abgestreift ist. Dieses geometrische Gebilde erscheint 
dann als der gemeinsame Träger der Dyname und der Schraubung, 
nnd dieser geometrische Träger ist es, den Sir Robert St. Ball als 
Schraube bezeichnet hat.'-) 

Wir können ihn durch seine Koordinaten p, q, V, il, ü, to ein- 
führen, mit denen die Koordinaten der Dyname und der Schraubung 
in folgender Weise zusammenhängen sollen: 

(8) S = Rp, Y = Rq, Z = Rr, L = Ru, M =• Rb, N = Rw, 

(9) p = (3^), q = cai], r = ojr, u = «u, v = ojü, w = (olu, 
R ist hierbei die resultierende Einzelkraft der Dyname, m die Winkel- 
geschwindigkeit der in der Schraubung enthaltenen Rotation. Da: 



1) Zuerst in der am 13. Nov. 1871 der irischen Akademie üherreichten 
Arbeit Tke Tbeory of Screws (Trans aetions of the Roy. Ir. Acad. vol. 26, p, 137). 
Alle früheren Unterauchungen Balls sind zusammengefaßt in dem Werke Theory 
of Screws, Cambridge 1900. 
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(10) B-l/X'+Y>+Z', m = -|/p"+q=+i' 
ist, muß: 

(11) f + ^' + v'-l 

werden. Wenn wir nun die geometrischen Bestimmungen zusammen- 
sucheD, welche die sechs Werte )j, q . . . involvieren, so sind dies: 
erstens eine bestimmte gerade Linie, welche die Schranbenachse der 
Schraubung oder Zentralachse der Dyname bildet, zweitens ein 
bestimmter Ricbtungs- oder Drehungsainn, der mit dieser geraden 
Linie verknüpft ist, was beides infolge der Zuordnung von Riehtungs- 
uud Drehnngssinn auf dasselbe hinauskommt, endlich drittens ein 
bestimmter Parameter^), der jener geraden Linie beigeschrieben 
wird. Denn ]l, c\ . . . lassen sich auch als die Koordinaten einer 
Schraubung ansehen, für die ra = 1 wird. Die Translationsges eh win- 
digkeit ■& = Ä: dieser Schraubung ist dann der in Rede stehende 
Parameter, dieser wird also gegeben durch den Ausdruck: 

(12) /c^up + uq 4 mr. 

Er ist der Parameter irgendeiner Dyname oder Schraubung, welche 
zu der Schraube gehört. 

Der Wichtigkeit des Gegenstandes wegen wollen wir uns den 
Gedanken, welcher der Einführung der Schrauben zugrunde liegt, 
noch auf die folgende Weise klarmachen: 

Es liegt nahe, die Achse einer Drehung als den Träger der 
Drehung zu bezeichnen. Ebenso kann man auch von dem Träger 
einer Kraft sprechen. Denn soweit es sich nur um statische Äqui- 
valenz handelt, kann der Angriffspunkt einer Eraft auf einer geraden 
Linie, deren Richtung mit der Richtung der Kraft zusammenfällt, 
beliebig gewählt werden, und diese Linie nennen wir den Träger der 
Eraft. SoU nun aber Kraft oder Drehung durch die Angabe eines 
einzigen positiven oder negativen Zahlwertes, der dem Sinne und der 
Größe nach die Kraft oder die Drehung festlegt, völlig bestimmt 
sein, so darf der Träger nicht als einfache gerade Linie, sondern 
muß mit einem bestimmten Eichtungs- oder Drehsinn behaftet ge- 
geben sein. Beides können ■\vir auf Grund der getroffenen Konvention 
über Zuordnung von Richtungs- und Drehsinn als gleichbedeutend 
ansehen, denn wird eine Kraft mit einem bestimmten Richtungssinn 
positiv gerechnet, so gilt Gleiches auch für eine positive Drehung 
um die mit diesem Richtungssinn genommene Linie der Kraft. 

1) Bei Bai! „piteh". Italienische Autoren sagen „passo". Fiedler hat 
(Geometrie und Geomecliaiiik) den Ausdruck „Pfeil" vorgeschlagen. Es ist aber 
wold am besten, der alten Plueckerschen Bezeichnuag „Parameter" treu au 
bleiben. 
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Handelt es sich nun nicht um eine einfache Drehungj sondern 
um eine Schrauhung, so ist diese bestimmt durch die mit einem be- 
stimmten Eichtun gssinne behaftete Schraubenachse, die in diesem 
Sinne positiv, im entgegengesetzten Sinne negativ gerechnete Trans- 
lationsgesch windigkeit & längs der Achse und die in dem Sinne ent- 
gegen dem Uhrzeiger positiv, mit dem Uhrzeiger negativ gerechnete 
Drehnngsgesch windigkeit cj um die in dem bestimmten Sinne an- 
! Sehrauhenachse. Der Parameter: 



(13) ''-:- 

ist dann positiv, wenn die Schrauhung eine Rechtsschraubung, und 
negativ, wenn sie eine Linksschraubung ist. Sondern wir nun die 
Drehungsgeschwindigkeit ab, so ist das, was übrigbleibt, die in 
bestimmtem Sinne genommene Sehraub enaehse zusammen mit dem 
Schrauben Parameter Je, in dem Bauschen Sinne eine Schraube. Diese 
Schraube ist der Träger der Schraubung, die Schrauhung geht aus 
ihr hervor durch Hinzunahme der Winkelgeschwindigkeit w, die nach 
der angegebenen Weise positiv oder negativ zu rechnen ist. Die 
Winkelgeschwindigkeit der Schraubung wollen wir gelegentlich ihre 
Amplitude nennen. 

Die Schraube ist aber gleichzeitig der Träger einer Dyname, 
deren Zentralachse mit der Schraub enaehse zusammenfällt, und für 
welche : 

(14) 1.^1 

wird, indem R die Größe der in der Zentralachse wirkenden Einzel- 
kraft und S das Moment des zugehörigen, zu der Zentralachse senk- 
recht gestellten Kräftepaares oder, was dasselbe ist, das Moment der 
Dyname für die Zentralachse bezeichnet. Hierbei ist R positiv oder 
negativ zu rechnen, je nachdem die Richtung der Resultante mit 
dem der Schraub enaehse gegebenen Richtungssinn übereinstimmt oder 
nicht, und S positiv oder negativ, je nachdem der Drehungssinn des 
Kräftepaares für die Richtung der Sehraubenachse positiv oder negativ 
ist. Ist die Schraube gegeben, so geschieht die Festlegung einer 
Dyname in dieser Schraube durch die Angabe eines einzigen 
Zahlwertes, nämlich der resultierenden Einzelkraft eines die Dyname 
repräsentierenden Kräftesystems, kurz gesagt, der Resultante der 
Dyname. Das Vorzeichen des Zahlwertes hat bestimmte Bedeutung, 
dieser zeigt die Dimensionen und den Charakter einer dynamischen 
Größe, während durch das Hinzutreten einer kinematischen Größe 
eine Schrauhung in der Schraube festgelegt wird. So erscheint 
die Schraube in der Tat als die Absonderung des geometrisch Ge- 
meinsamen, das in den Sehraubungen und Dynamen steckt, während 
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deren Verschiedenlieit in dem Charakter der noch Linzukomraenden, 
nicht geometrischen Größe zutage tritt. ^) 

Dies ist auch analytisch kJar, denn nach den Gleichungen (8) 
und (9) bekommen wir die Koordinaten der Schraube aus denen 
einer zugehörigen Schraubung durch die folgenden Gleichungen: 

(15) (3 = |, q = |, r = ^-, U-^ D^^. w = ^' 
unii ans den Koordinaten einer Dyname durch die Gleieliuugen: 

.,„, X T Z L ^ M , W 

(16) ,3 = -^, <, = ^, r = ^, u = ;^, ö = g:, ro = ^- 

Der in der zugrunde liegenden Einheit zum Ausdruck kommende 
Charakter der betreffenden Größe verschwindet also beim Übergang 
zu der zugehörigen Schraube, da durch eine gleichgeartete Größe 
durchdividiert wird. 

Wenn wir die Schrauben durch einen syraboliBchen Ausdruck 
darstellen wollen, so können wir hierfür eine Dyname, deren 
Resultante R = l, wählen, wobei wir uns nur klar sein müssen, daß 
den Koeffizienten in diesem 'symbolischen Ausdrucke jede kinematische 
Bedeutung fehlt. Wenn wir sie aber durch andere Lettern be- 
zeichnen, ist eine Verwechslung wohl kaum möglich. Wir nehmen 
daher: 

(17) « - f [Oi] + q [Oj] + r [Ok] + u [jkl + » [ki] + » [ij],') 

wobei: 

f + if + r" = 1. 

Die Koordinaten der Achse dieser Schraubung werden dann durch 
die Proportion gegeben: 

(18) E:5:ä:I:m:n = p:i):r:il - 7^p:ö — /.-q:)!) — fcr, 

wobei: 

Ä = lip + Cq -f tor. 

Wird ^ = 0, so reduziert sich die Schraube auf eine gerade 
Linie, die mit einem bestimmten Richtungssinn und einem damit 



1) Die Ausdrücke Balls sind Wien eh. für Dyname und twist für Schraubimg. 
In DeutBcWaud gcheinen die im Text gebrauchten Bezeichnungen sich dauernd 
einbürgern zu -wollen. Für Sehranbnng sagten die ersten deutachen Autoren, 
die ober Schiaubentlieorie Bohrieben, „Windnng". Dock hat dieses Wort bereits 
eine abweichende Bedeutung, während „Schraubimg" durchaus unmißverstäud- 
Hoh und klar ist. Das eiotiscke Wort Dyname, das Plüoker eingebürgert hat, 
drückt die größere Abstraktion, die in diesem Begriffe gegenüber dem der 
SchraubuDg liegt, m. E. recht glücklicii auE. 

2) Vgl. Hyde, The direetional theoiy of Sorews, Annais of Math. 17, 1S80, 
p. 187, Everett, Messenger of Math. Vol. 4, 1874, p. 36, 135. 
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gleichst! mm igen DrehuBgssinn behaftet ist. "Wir wollen dann yon 
.ner Nullschraube sprechen. Die zugehörigen Schraubungen redu- 
eren sich auf einfache Drehungen, die zugehörigen Dynamen lassen 
ch durch eine Einzelkraft repräsentieren. 

Fragen wir nach der Schraube, die zu einer Translation gehört, 
so hat man in den Gleichungen (15) p, q, r unendlich klein werden 
zu lassen, aber so, daß ihre Verhältnisse bestimmt bleiben. Dann be- 
halten (J, q, r endliche Werte, u, 0, W dagegen werden unendlich 
groß, doch so, daß sie den Richtungskosinus der Translation pro- 
portional bleiben. Eine jede (reelle) Schraube, für die der Parameter: 

k = u\) + b(\ + tox 
unendlich wird, ergibt eine solche Translation, da infolge der Be- 
dingung p^ -f q^-|- r^= 1 i?, q, t nicht unendlich werden können. 
Wir wollen diese Schrauben als die singulären Schrauben be- 
zeichnen. Ihre Achse ist nicht mehr eindeutig festgelegt, vielmehr 
nur der Richtung nach gegeben. 
Sind: 

|8 = H [Oi] + q [Oj] + t [Ok] + it Ok] + » [ki] + w [ij], 
^^^) U'= p'LOi] + q'[Oj] + r'[Ok] + u'[jk] + »'[ki] + ra'[ij] 
irgend zwei Schrauben, so wollen wir den durch ihre Multiplikation 
hervorgehenden Ausdruck: 

(20) ;■ = iS X ä'=pu'-i- q»' + nB' + up'+ Oq'-f lor' 
mit einem von Lord Kelvin herrührenden Worte als ihre Kon- 
kurrenz bezeichnen, während Ball hierfür die Benennung „virtueller 
Koeffizient" gebraucht. Wenu die Konkurrenz verschwindet, nennen 
wir die Schrauben korreziprok.^) 

Den geometrischen Ausdruck für die Konkurrenz zweier 
Schrauben können wir leicht ableiten, wenn wir die Achsen der 
beiden Schrauben einführen. Bezeichnen j, g, J, I, m, n und j', i)', 
j', 1', m', n' die Koordinaten zweier Liaiengrößen von der Länge 1, 
die in diese Schraubenaehsen fallen, und sind k, k' die Parameter der 
beiden Schrauben, so wird: 
j-=p, t) = q, ä = v, l = u — /;p, m==u — All, u = W — Ä:r, 
g'=p', 9'=q', s'=r', V = ü' — Ii'\>\ m'=u'— Ä'q', ii'= ro'— /cV, 
Ist aber d der kürzeste Abstand der beiden Schraubenachsen, <p der 
Winkel, unter dem sie sich kreuzen, positiv gerechnet, wenn der 

1) Der Ausdrnck reziprok (reeiprocal), den Ball verwendet, steht nicht in 
Einklang mit der Bedeutung, die dasselbe Wort in der projektiven Geometrie 
hat. Wir ziehen daher das Wort korreziprok vor, das der Balischen Bezeichnung 
nahe verwandt ist und sich g-leichzeitig der üblichen geometriEchcn Terminologie 
besser anpaBt. 
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Übergang von der mit dem richtigen Sinne genommenen ersten 
Achse zu der ebenso genommenen zweiten Achse eine Links- 
sehranbung um die gemeinsame Normale bedeutet, so wird: 

Sl'+ qm'+ t)ii'+ (j'+ mt)' + nä'= ds'm(p. 

Setzt man hierin die obenstehenden Werte der Koordinaten ein und 
beachtet noch, daß: 

ee' + 1) t)' + ää' = pp' + qq' + ri' = cos ^ 

ist, so erhält man sofort: 



(21) 



y = [k-\- k') coBip + d sin ip. 



Dies ist der gesuchte Ausdruck für die Konkurrenz der beiden 
Schrauben.^) Wenn er verschwindet, sind die Schrauben korreziprok. 
Man sieht sofort, daß dies u.a. eintritt, wenn h'^ — Jc und (? = 
oder <p = 0. Zwei Sehrauben mit entgegengesetzt gleichen 
Parametern sind korreziprok, wenn ihre Achsen sieh 
schneiden oder parallel sind. Ferner wird y = für ^ — -^ 
und (? = 0. Zwei Schrauben mit beliebigen Parametern sind 
korreziprok, wenn ihre Achsen sich rechtwinklig schneiden. 
Wenn wir nun Ton einer fest gegebenen Schraube ® ausgehen, 
deren Koordinaten wir mit ^, 0, 3J, U, SS, SJ bezeichnen, so ge- 
nügen die Koordinaten p, q, r, U, 0, ID aller der Schrauben §, 
die zu dieser Schraube korreziprok sind, einer homogenen linearen 
Gleichung: 

Up + Sßc| + SßJr + ^u + Dö + 31ra = 0, 

die wir in die kürzere aymbohsche Form ® x 8 ^ zusammenziehen 
können. 

Die Gesamtheit dieser Schrauben bezeichnen wir als ein lineares 
Schi'aubensystem fünfter Stufe. Wir nennen es von der fünften Stufe, 
weil, wenn S^, B^, ä^, 8^, 85 irgend fünf Schrauben des Systems sind, 
die aber nicht alle einer zweiten hnearen Gleichung ©'xg^O ge- 
nügen, d. h, einem linearen System vierter Stufe angehören dürfen, 
dann jede sechste Schraube 8 des Systems sich in der Form 
stellen läßt: 

(22) ä = 618, + öA + ^ih + <^Ji + ^ih- 

Diese eine Gleichung ist nur der abgekürzte Ausdrucl^ für die sechs 
Gleichungen: 



1) Er ist von F. I 



gegeben worden (Math. Ann. Bd. 3, 1870, p. 366). 
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p=^<JsPs. ^=2*^?^?. ^=26^5^?' 

(22 a) \ \ \ 

in denen p^, (\^, v^, u^, B^, iDj, (e = i, 2, 3, 4, 5) die Koordinaten 
der fünf Sclirauben 8^ bedeuten. Aus diesen sechs Gleichungen geht 
durch Elimination der e^ in der Tat eine einzige homogene lineare 
Gleichung zwischen den Schrauhenkoordinateu p, q . . . hervor, wenn 
die Determinanten aua den pg, q^, ... lUp nicht Terschwinden. Diese 
Determinanten verschwinden aber nur dann allesamt, wenn sich von 
den fünf Schrauben die Koordinaten einer durch die der übrigen 
linear ausdrücken lassen, d, h. wenn die fünf Schrauben einem 
linearen System 4. Stufe angehören, entgegen der Voraussetzung. 

Wir bezeichnen allgemein die Gesamtheit der Schrauben, die 
durch zwei, drei, vier homogene lineare Gleichungen zwischen den 
Schraubenkoordinaten dargestellt wird, als ein hneares Schrauben- 
system vierter, dritter, zweiter Stufe. Durch fünf voneinander un- 
abhängige homogene hneare Gleichungen wird eine einzige Schraube 
festgelegt. Sind §j . . . g^i ^ Schrauben einea linearen Systems 
ji*^^ Stufe, die nicht einem System niedrigerer Stufe angehören, so 
ist jede weitere Schraube S des Systems in der Form darstellbar: 

(221) S = ffjeiH l-0/.S,,- 

Durch die jt homogenen linearen Gleichungen: 

(23) g, >,§' = 0---S^x§' = 0, 

aus denen mau sofort die allgemeine Gleichung: 

(23a) (5^§j + ...e,j^)-<a' = oder Sxe' = 

ableitet, wird ein lineares System (6 — iif' Stufe dargestellt, und die 
Gleichung S x §' = zeigt, daß jede Schraahe §' dieses Systems zu 
jeder Schraube 6 des Systems ji}"^ Stufe korreziprok ist. Zu den 
Schrauben eines linearen Systems fi*" Stufe sind also 
immer die Schrauben eines linearen Systems (6 — ^)"^ Stufe 
korreziprok, insbesondere ist zu einem System fünfter Stufe eine 
einzige Schraube korreziprok. 

Die linearen Schraubensysteme spielen eine wichtige Bolle bei 
beschränkter Bewegungsfreiheit eines starren Körpers. Wir 
wollen zunächst erörtera, was wir unter diesem Begriffe zu verstehen 
haben.') 



1) Er ist in seiner allgcnieiuen Bedeutung' durcb Lagracges M&anic[ue 
analjtique eingeführt worden. 
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i jede tesoudere Lage des starren Körpers, dessen 
Dimensionen wieder unbestimmt bleiben und bis ins TJnendliclie aus- 
gedehnt werden können, durch sechs Parameter fixiert, die wir als 
Lagenparameter bezeichnen. Diese Lagenparameter sollen die Be- 
wegung festlegen, durch die der Körper au n b timmten 
Anfangslage in die gerade vorliegende Stell n ) ht werden 

kann, und zwar denken wir uns die Bewegung amm ng etzt aus 
einer Parallelverschiebung und einer Drehung um n n Körper 
festen Punkt, ebenso wie wir ein rechtwinkli K Int nsystem 
in ein anderes überfuhren durch eine Parallelveisclnebu ^j ^ie <^ei 
alten Koordinatenursprung an die Stelle des neuen bringt, und eine 
Drehung um diesen neuen Koordinatenursprung. Die Parallel- 
verschiebung wird festgelegt durch ihre Komponenten a, h, c nach 
den Koordinatenachsen. Dies sind dann die Komponenten der Ver- 
schiebung, die ein beliebiger Punkt bei ihr erfährt. Die Drehung 
wird zunächst festgelegt durch die Winkel X, ji, v, welche die 
Rotationsachse mit den (ursprünglichen) Eichtungen der Koordinaten- 
achsen bildet, und den Rotati onswinkel ra. Diese Größen aber können 
wir ersetzen durch die drei Parameter: 

(24) « = tang -|- cos X, /5 = tang -^- cos ji, y ^ tang ^ cos v. 

Es folgt dann aus cos A* + cos ^^ -|- cos v^ = 1 die Beziehung: 

(24a) a'-i-ß' + f^taiig^'- 

Denken wir uns die gerade erreichte Lage als die Anfangslage für 
eine neue Bewegung des Körpers, die, soweit nur ihre Anfangs- und 
Endlage in Frage kommt, wieder durch sechs Parameter a', b', c', 
d, ß', y gegeben ist, so wird auch die nach dieser zweiten Bewegung 
erreichte Endlage rücksichtüch der zuerst angenommenen Anfangslage 
durch sechs Parameter «j, h^, c,, a^, ß^, y^ fixiert. Während nun die 
durch die Parameter a, ß, y . . . gegebenen Drehungen untereinander 
nicht vertauscht werden können, können sie es doch mit den Parallel- 
verschiebungen, so daß man erst die Parallelverschiebungen und dann 
die Drehungen zusammensetzen kann. Nach der einfachen Regel für 
die Zusammensetzung der Parallelv er Schiebungen ergibt sich demnach: 

(25 a) a^ =^ a + a', h^^h + i', Cj^^ c + c'. 

Um auch die Drehungen zusammenzusetzen, haben wir in den 
Gleichungen (37) des dritten Kapitels: 



zu machen und erhalten danu sofort: 
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(25b) 



«+« 


-/!r' + yr 


11 + 11 




!■ + / 





-(£.t.' + ^|9' + yr') 



Wir neinnen insbesondere an, die hinzukommende Lagenänderuiig, 
■die darcb die Parameter a', V, c', ß', j5', y' festgelegt wird, sei un- 
endlicii klein und setzen demgemäß: 



■a'^uSt, V^YSt, (/ = 



' =- qöt, / = 



indem wir so zu den für diese unendücli kleinen Bewegungen ein- 
geführten Parametern oder Koordinaten zurückkehren. Machen wir 
dann ' 



«^ = a -f Sa, 


\^l + Sh, c^^c + Sc, 


ß, = ß + ö«, 


ß,^ß+dß, n-r + ^y, 



(26) 



SO ergehen die vorigen Gleichungen sofort bei Vernachlässigung des 

unendlich Kleinen höherer Ordnung: 

Sa^ndi, db^vöt, Öc = wÖ(, 
d« = {(l + «^)p + (ß^ + j.)q + (y«-,5)r)|^ 
äß = {(ßj3 - r)j> + {1 + ß')q + {ßy + a.)r}^f 
äy = {(ya + ß)p + {ßy ~ ß)q + (1 + fVrr 

Aus diesen letzten Gleichuugen würde umgekehrt, wenn man noch: 

(2T) "» = T+^+|S.-+-,^-2«™f 

setzt, folgen: 

I ^dt-^äiöa — y-öß-^- ß-8y), 

(27) qÖi = ö(Ö/3-a-Äy + 5''dK), 

1 rSt = &{Sy — ß-Sa + a-Sß). 

Wir nennen nun die Bewegungsfreiheit des starren Körpers 
beschränkt, wenn er nicht mehr jede beliebige Lage annehmen 
kann, Soll diese Beschräukung ihren Ausdruck durch eine analytische 
Gleichung finden, so muß diese Gleichung die Lagenparameter a, h, c, 
K, ß, y in gegenseitige Abhängigkeit bringen. Sie muß also von der 
Form sein: 



(28) 



/■(«, 6, < 



. ft r) - 0, 
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wenn durch dss Zeichen f irgendeine Funktion der in die Klammer 
gesetzten Größen bezeichnet wird. Durch Variation der veränder- 
lichen Größen in dieser Gleichung folgt aber, da dieselbe für alle 
möglichen Lagen des Körpers erfällt sein soll: 

Setzt man hierin die Werte (26) für die Variationen ein, so wird 
sie von der Form: 

(30) ^u + Dv + mw + Up + 5ßq + 9St = 0. 

Diese Form ist aber allgemeiner als die vorhergehende, denn 
zwischen den Koeffizienten von 8a, 8h . . . in der Gleichung (29) be- 
stehen bestimmte Beziehungen, wenn mun diese Koeffizienten als 
Funktionen der Lage des starren Körpers auffaßt. Also dürfen auch 
die daraus abgeleiteten Koeffizienten ^, D . . . nicht beliebige Funk- 
tionen der Lage bedeuten, sondern müssen in einer bestimmten Ab- 
hängigkeit voneinander stehen, z. B. muß: 

^-ü- -Je) + ^ \rc - ■da] + ^ i 2^ " WJ = ö 

sein, damit die Gleichung eine Beziehung zwischen den möglichen 
Lagen des Körpers ausdrückt. Aber auch, wenn die Koeffizienten 
ip, D . . . beliebige Furdtfcionen der Lage dea Körpers bezeichnen, 
drückt die Gleichung (30) eine Beschränkung der Bewegungsfreiheit 
des Körpers aus, nur trifft die Beschränkung nicht unmittelbar die 
möglichen Lagen, sondern die mögliehen Lagenänderungen des 
Körpers. Eine Kugel, die auf einer Ebene ohne Gleitung rollt, 
kann jede Lage auf der Ebene einnehmen, aber nicht jede Bewegung 
ausführen. Die Gleichungen (28) und (30) repräsentieren deshalb 
zwei verschiedene Formen der beschränkten Bewegungsfreiheit. Die 
«rste schränkt die Bewegung für alle Zeit auf gewisse Lagen 
ein, die der Körper allein erreichen kann, die zweite in jedem 
Augenblick auf gewisse Lagenäudsrungen, die er allein erfahren 
kann. Die erste Form bezeichnet Hertz^) als die holonome Form 
der Bedingungsgleichungen, die zweite Form, die nur in beson- 
deren Fällen mit der ersten zusammenfällt, kann man als die 
allgemeine kinematische Beschränkung der Bewegungsfreiheit 
bezeichnen. Das Wesentliche an jeder von uns betrachteten Be- 
schränkung der Bewegungsfreiheit ist, daß sie keine Einschränkung 
in bezug auf die Geschwindigkeit der Bewegung einschließt. In 
der Tat bleibt die Gleichung (SO) uugeändert, wenn u, v . . . alle in 
demselben Verhältnisse vergrößert oder vermindert werden. Was wir 

1) Die Prinzipien der Mechanik, Werte Bd. 3, p. 91. 
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für eine einzige Bedingungsgleichuag ausgeführt haben, gilt imgeändert 
auch für mehrere solcher Gleichungen. Ist die Zahl der Gleichungen 5, 
so wird die Bewegung zwangläufig, dem Körper ist seine Bahn 
vorgeschrieben. Die meisten Maschinenteile repräsentieren solche 
Körper. Ist die Zahl der Gleichungen 6 — (t, so s^t man, der 
Körper besitzt fi Grade der Freiheit.^) 

Wird nur die momentane Bewegung des Körpers in Betracht ge-, 
zogen, so spielen in der Gleichung (30) die Koeffizienten 5ß, £l . . . 
die Rolle von Konstanten, Damit wird die Unterscheidung von 
holonomen und nicht holonomen Bedingungen hinfällig, denn wir 
können sogar eine lineare Gleichung zwischen den Lagenparametern 
ansetzen, die diese momentane Beschränkung der Bewegungsfreiheit 
ergibt. SteUt man aber für die ganze Dauer der Bewegung die 
Gleichung (30) auf, indem man in ihr die Koeffizienten als Kon- 
stanten ansieht, so ist dies keine holonome Beschränkung der Be- 
wegungsfreiheit. Denn führen wir in die Gleichung (30) die Varia- 
tionen der Lagenparameter durch die Gleichungen (27) ein, so 
ergibt sich: 

(31) ^Äffi + D(S6 + ndc + ö(Stdß + )8dß + S(J|.) = 0, 
indem wir zur Abkürzung setzen: 

(31a) «8 = 33- Uy+^a, 

\ S = ?S- a!K+ nß. 
Soll nun Holonomie vorhanden sein, so müssen diese Größen u. a. 
der Gleichung genügen: 

(32) 3l(g^- - -gyj + ^ (^ - ä^j + ^iö^ - Tß) = ^- 
Die linke Seite dieser Gleichung ergibt ausgerechnet: 

{U -mß + ^y)-2U + Q8 - Uy + mcc)-2^ + {^ -^ci + Viß)-2m 

= 2(r-l-SßS-faB^), 
man sieht also, daß die Gleichung nur dadurch befriedigt werden 
kann, daß man zugleich: 

11 = 0, *S = 0, 23 = 
setzt. Dann aber wird die Bedinguugsgleichung einfach: 

(33) ^da + ad& + 9idc = 0, 

1) Tgl. Thomson und Tait, A treatise on natural philoaophy, 1. Band, 
1. AbHclinitt. Hier ist eine sebr anBchauliolie Schildening der beschränkten 
ingsfreiheit mit Tielen Beispielen gegeben. 
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L der Tat eine Bediugungsgleichung in endliclier Form: 
(33a) 5ßß + Q6 + Sic = const. 

folgt, 80 daß in diesem Falle die Beschränkung der Bewegun^freiiieit 
wirklicli eine holonome ist. 

Kehren wir zu dem einfachen Falle zurück, wo es sich nur um 
die momentane Bewegung des Körpers handelt, so verschwindet die 
Scheidung zwischen holononien und nicht holonomen Eedingungs- 
gleichungen. Dieser Fall liegt ¥or, wenn der Körper unendlich 
kleine Schwingungen um eine Gleichgewichtslage ausführt. Der 
Untersuchung dieser letzteren ist daher die Sehrauhentheorie vor- 
nehmlich angepaßt und von den kleinen Schwingungen eines starren 
Körpers aus ist auch Sir Kohert Ball auf diese Theorie gekommen. 

Wir nehmen au, der Körper habe /i Grade der Freiheit, so 
bestehen 6 — ,it Bedingungsgleichungen : 

(34) ^,u -f av + 9E;w + U;p + 9S,.q + mr = (i =i, . , . 6 - ^ 

Hierin sind nun u, v . . . die Koordinaten der Schrauhung, in der 
die möghche momentane Bewegung des Körpers besteht. Führen wir 
die Winkelgeschwindigkeit ca ^ "|/p^ + q^ -f r^ dieser Schrauhung ein, 
so werden die Koordinaten ii, 0, ID.-.der zu der Schraubung gehörenden 
Schraube durch die Gleichungen gegeben; 

(35) u = ojii, V = öJÜ, w = ratt), p = ralJ, q = wq, r = rar, 
und dadurch reduzieren sieh die Bedingungsgleichuugen auf die 
folgenden Gleichungen zwischen den Schrauhenkoordinaten : 

(34a) 3ßiU + 0iO + a-1» + U;;) + Se^q + aSit = (« = i . . .,e-p). 

Wir finden so: Bei /i Graden der Freiheit eines atarren 
Körpers sind die möglichen momentanen Bewegungen des 
Körpers als die Sehraubungeu in den Schrauben eines 
linearen Schraubensystems fi"" Stufe bestimmt. 

Sind p', C|', r', ii', O', W die Koordinaten irgendeiner Sehrauhe 8' 
des korreziproken Schraubensystems, so sind dieselben von der Form: 



»'-^c*' >i'-2'«"°"-'«''-^ 



und es wird allgemein: 

(34b) p'u + q'ü + t'in + u'p + ü'q + to'r = 

oder kurz S' xS = 0. Nehmen wir nun irgendeine Dyname A in 
der Schraube §', deren Resultante R sei, die sich demnach symbolisch 
schreiben läßt: 
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imd fftkren für die Schraube iä wieder die Schraubung E = a j 8 ein, 
so wird die vorige Gleichung: 

(34c) A I E = 0, 

oder, wenn X, Yj Z, L, M, N die Koordinaten der Dyname sind: 

(34d) Su + Yv + Zw 4- Lp + Mq + Nr = 0. 

Diese (xleicliung bedeutet aber nach (5), daß die Arbeitsleistung eines 
diese Dyname ergebenden Kräftesystems bei jeder möglichen Sehraubung 
verschwindet. Wir können dann sagen, das Kräfte System sei in 
Kücksicbt auf die Beschränkung, der die Bewegungsfreiheit dea 
Körpers unterliegt, im Gleichgewichte, und nennen die Dyname, zu 
der es gehört, eine Heaktionsdyname. Die Sehrauben, die zu den 
Schrauben der möghchen Schraubungen korreziprok, sind also die 
Träger der Eeaktionsdynainen und bilden ein hneares Schrauben- 
system (6 — fi)*^' Stufe, das die Beschränkung in der Bewegungs- 
freiheit des Körpers ebenso dynamisch darstellt, wie sie das von 
den Schrauben der möglichen Schraubungen gebildete System kine- 
matisch repräsentiert. 

Sind p, q, r, ll, B, m die Koordinaten einer Sehraube, so sind: 

(35) p = rolJ, .q = raq, r = iar, n=oU, v^oD, w=ejm 
die Koordinaten einer Sehraubung in dieser Schraube. Sind aber 
p;, q;, Vi, «;, Vi, tO; (i = 1 . . . p) die Koordinateu von v Schrauben 
eines linearen Systems jt"" Stufe, wobei v ^ ft sein muß, damit die 
Schrauben voneinander linear unabhängig bleiben, dann gehört die 
Schraube einer jeden Schraubung, deren Koordinaten in der Form 
darstellbar sind: 

)p=2°* •^-2-^" '=2»"" 
''•" l.=2'°-«" '-2'°'»" '-2"*' 

zu dem linearen System, Denn wenn p;, (\i . . . den Gleichungen des 
Systems genügen, so geniigen diesen Gleichungen auch p, q . . , 
selbst und nach Division durch die Winkelgeschwindigkeit co auch 
die Koordinaten p, q . . , der zugehörigen Schraube. Ist v = ft, so 
kann man auf diese Weise alle Schrauben des linearen Systems 
ft"' Stufe erhalten. Die linearen Schraubensysteme kann man 
also deuten als die Schrauben aller Schraubungen, die sich 
aus Schraubungeu in gewissen festen Schrauben zusammen- 
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Elftes Kapitel. 

ScUraubeiigeonietrie. 

Die Sehraubeageometrie, zu der wir jetzt übergehen, und die in 
gewisaem Sinne als eine Erweiterung und besondere Ausgestaltung 
der Liniengeometrie anzuseilen ist, hat zu ihrem Gegenstände die 
Untersuchung der Schrauben Systeme oder analytischen Mannigfaltig- 
keiten von Schrauben.^) Ihren ersten Gegenstand bilden natur- 
gemäß die linearen Schraubenaysteme, die durch homogene 
lineare Gleichungen zwischen den Sehraubenkoordinaten dargestellt 
werden. Wir wollen über diese überhaupt nicht hinausgehen^) und 
zunächst einige allgemeine Bemerkungen über die Art ihrer Behand- 
lung machen. Alle näheren Ausführungen sollen den folgenden 
Kapiteln vorbehalten bleiben, in denen wir die prinzipiell wichtigsten 
linearen Schrauben Systeme im einzelnen auf Grund einer möglichst 
einfachen analytischen Darstellung besprecheu. 

Zunächst woUen wir hervorheben, daß der Begiiff der Schraube 
im engsten Zusammenhange mit dem Begriffe des linearen Strahlen- 
komplexes steht. In der Tat ist der Komplex der NuUinien derselbe 
für alle Dynamen, die zu derselben Schraube gehören. Durch die 

1) Die Soliraubeatlieorie hat Sir Eobert Ball in Buchform auetst 1876 
herauagegeben -unter dem Titel: The tiieorj of Screws. A study in tlie dynamics 
of a rigid body (Dublin), Auszüge in den Math. Ann., Bd. 9, p. 541 und in der 
Natnie, VoLia, p. 463. Für die aene Disziplin trat darauf aunäehat beeondera 
Fiedler ein in der kleinen Schrift „Geometrie und Geomechanik" (Vierteljahra- 
Echrift der naturf. Ges. Zürieh, Bd. 31. 1876). Die Beaeicbnung Geomechanik 
für die Mechanik fester Körper hat sieh leider niclit eingebürgert. Unter 
Fiedlers Einfluß entstand die Dissertation von Goebel, Die wichtigsten Sätze 
der neueren Statik, Zürich 1877. (Vgl. auch, dessen Arbeit in der Zeitschr, f. 
Math. n. Phya. Bd. 25, 1880, S. 281.) Später gab Padeletti im Bendic. della 
E. Accad, di Napoli, vol. 21, 1882 eine kurze Darstellung der Schraubentheorie 
(als teoria deile dinami). Auf Girtind des Balischen Buches von 1876 und einiger 
seither erschienenen Arbeiten veröffentlichte 1889 Gravelius eine deutsche 
Bearbeitung ala: Theoretische Mechanik starrer Systeme. Diese Bearbeitung 
ist durch Balls neues "Werk antiquiert. In humoristischer Weise gab Ball über 
seine Ziele 1887 in Bd. 36 der Nature Auskunft durch die „dynamische 
Parabel", die in der Theory of Screws von 1900 wieder abgedmckt ist. Als Be- 
sprechung des Graveliusscben Werkes schrieb Henriei (Nature 62, 1890, 
S. 127) eine knappe, aber originelle und tiefgründende Darstellung des Gegen- 
standes. Inzwischen hat die Schraubentheorie in die Lehrbücher der Mechanik 
Eingang gefunden. Namentlich berücksichtigte sie Schell in der 3. Auflage seinec 
Theorie der Bewegung und der Kräfte, Leipzig 1879, 1880, darauf 
E. Budde, Allgemeine JUechanik der Punkte und starren Systeme, Berlin 1890, 
und neuerdings Webster, Dynamics of particles and of rigid bodies, Leipzig 1904. 

2) Die Theorie der quadratischen Schraub ensysteme hat Joly in Angriff 
genommen in einer Abhandlung Trans, of the B. Irish Acad. 32,*, p, 155, 

lO'' 
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Schraube ist also dieser lineare Strahlenkomplex bestimmt und um- 
gekehrt, nur der Sinn der Schraube bleibt hierbei unbestimmt, er 
kommt aber bei der TJntersuehung der linearen Schrauben Systeme 
nicht in Frage, denn mit einer Sehraube gehört auch immer die 
entgegengesetzte Schraube, die sieh nur durch die Umkebrung des 
Sinnes von der ersten unterscheidet, zu einem linearen System. Für 
die Schraub enge ometrie kann man daher direkt eine jede Schraube 
mit ihrer entgegengesetzten Sehraube zusammenfallen lassen, d. h. Yon 
dem der Schraube zugeschriebenen Sinn abstrahieren. Dann aber 
läßt sich die Schraube vollständig durch den zugehörigen linearen 
Strahlenkomplex ersetzen, und an Stelle eines linearen Schrauben- 
systems können wir demnach auch eine lineare Mannigfaltigkeit von 
linearen Strahlenkomplexen betrachten. Die Schraubengeometrie 
würde so direkt zusammenfallen mit der nach einer bestimmten 
Seite hin ausgebildeten Liniengeometrie, welche darauf beruht, daß 
die gewonnenen linearen Gesamtheiten aufs neue als Elemente einer 
linearen Systembildung angesehen werden. Doch ist sicher nicht zu 
leugnen, daß einer solchen Auffassung gegenüber der BegrifP der 
Schraube als eines selbständigen Raumelements, nämlich einer mit 
einem Parameter verbundenen Achse, den Vorzug der größeren An- 
schaulichkeit und Einfachheit besitzt. 

Die Untersuchung eines linearen Schraubensystems ^) führen wir 
nach Balls Vorgange auf die Linien geometrie zurück, indem wir die 
Betrachtung wesentlich auf die Art, wie sich die Schraubenachsen 
des Systems im Räume verteilen, beschränken. Dabei werden zu- 
nächst jedesmal die Achsen des Systems mit gleichem Parameter 
zusammengenommen und darauf die Gesamtheit aller überhaupt vor- 
handenen Achsen ins Auge gefa,ßt. Wir wollen zunächst allgemein 
die Frage beantworten, welches der Charakter der so auftretenden 



Seien die Gleichungen des Schraubensystems in der allgemeinen 
Form gegeben: 

(1) %U + a;Ü + SfJ;to + U;p + 3?;q + S;C = (i = 1 . . . v), 

so führen wir statt der Koordinaten u, . . - der Schraube selbst die 
Koordinaten l, m . . . ihrer Achse ein durch die Proportion: 

(2) I : m : U : E : I) : J = u — /cp : t — /tq : III — /^r : p : q : r 
oder umgekehrt: 

(2a) u : ü : ro : p ; q : r = t + /CE : m + /sl) : n + 7^ä : E : ij : i, 

X) Man vgl. auch die Arbeit von A. Grünwald, Ztschr. f. Math. u. Phys. 48, 
1902, p, 49 und die frühere AbhandlTuig von d'Bmilio: Gli asBoidi nella statica 
e nella cinematica, Atti del E. Ist. Veneto di scienze (6) 3, p, 11B6 (1886). Asse 
bedeutet bei d'Emilio Schraube nud assoide SchraubenBy stein. 
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"wenn k den Parameter der Schi-aube bedeutet. Wir erhaltea somit 
für die Koordinaten der Schraubenachsen ebensoviel lineare Glei- 
chungen wie für die Schraub enkoordinaten selbst, und diese Gleichimgen 
sind von folgender Form: 

(3) ($,!+ am + %n +■■■+ 9S,ä) + ^<%% + ^t) + %i) = 0, 
zu ihnen tritt noch die identisch erfüllte Relation: 

(4) l^ + m^ + nä^O 

hinzu. Sieht man in den Gleichungen (3) nun k als eine ge 
gebene Konstante an, so wird durch sie ein lineares Strahlensystem 
von einer im allgemeinen rm 1 niedrigeren Stufe wie das vorliegende 
Schrauben System dargestellt. Die Achsen der Schrauben von 
gleichem Parameter eines linearen Systems bilden also 
immer wieder ein lineares System.^) 

Fassen wir aber nicht bloß die Achsen gleichen Parameters, 
sondern die Gesamtheit aller Achsen des Systems ins Auge, so müssen 
wir, um die Gleichungen des von dieser Gesamtheit gebildeten 
Strahlensystems zu erhalten, aus den Gleichungen (3) den Parameter h 
eliminieren. Die Zahl dieser Gleichungen erniedrigt sich dadurch 
um 1, während gleichzeitig ihr Grad sieh erhöht, so daß wir nicht 
mehr ein lineares Strahlensystem vor uns haben. Den Charakter der 
so auftretenden Strahlensysteme können wir nur von Fall zu Fall 
fortschreitend bestimmen. 

Nehmen wir zunächst den einfachsten Fall, daß nur eine Glei- 
chung vorgelegt, also das Schraubensystem von der 5. Stufe ist. 
Dann kann die jetzt vorhandene einzige Gleichung: 

(5) (5pi + £m +■■-+ aSä) -H Hm + Q9 + 5II3) ^ 

dazu dienen, um zu den gegebenen Koordinaten I, in . . . der Achse 
den Wert des zugehörigen Parameters zu bestimmen. Wir finden, 
daß derselbe eine gebrochene lineare Funktion der Linienkoordinaten 
wird, die, wie es sein muß, nur von den Verhältnissen, nicht aber 
den absoluten Werten dieser Koordinaten abhängt. So sehen wir, 
daß jede gegebene gerade Linie des Raumes die Achse einer 
einzigen Schraube des Systems ist. Nur wenn ^,O,9t = 
werden ergibt sich aus 0) eine von k unabhängige lineare Gleichunc 
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zwischen den Kooidinaten der Scliraubenaclisen. Diese Gleichung 
lautet; 

sie bedeutet, daß die Schraubenachsen einer Ebene parallel sind. 
Jede Ton ihnen ergibt, mit einem beliebigen Parameter k zusammen- 
genommen, eine Schraube des Systems. 

Gehen wir jetzt zu dem linearen Schranbensystem 4. Stufe Über, 
Bo erhalten wir zwei GHeichnngea von der Form (3). Bilden wir 
also die Gleichung (3) zweimal, für i= l und i = 2, und eliminieren 
dann aus diesen zwei Gleichungen den Parameter h, so erhalten wir 
eine Gleichung: 

(6) ('ÄE + ai) + »,ä)(!p,t+...+ SB,ä) 

welche einen besonderen quadratischen Strahlenkomplex darstellt. 
Die Achsen der Schrauben eines Systems 4. Stufe bilden 
also im allgemeinen einen quadratischen Komplex. Nur wenn 

%t + 0,1 + %i- K5P.E + 0,5 + m,i) 
wird, also; 

wo c eine Konstante bedeutet, reduziert sich die quadratische Glei- 
chung (6) auf eine lineare Gleichung, nämlich: 

(cu, - u,)j + (cSi - ^,))} + (t2ß, - as,)ä = 0. 

Diese Gleichung bedeutet wieder, daß die Schraubenachsen des 
Systems einer Ebene parallel sind und somit einen speziellen linearen 
Komplex bilden. 

Werden 5ßi, Q^, 9li — und ^^,Oa,3ia = 0, so reduzieren sich 
die Gleichungen för die Koordinaten der Schraubenachsen auf: 

Sie bedeuten, daß die Schraubenaclisen alle zu zwei Ebenen parallel 
sind, d. h. alle einander parallel sind, und jede von ihnen ergibt, 
mit einem beliebigen Parameter Ic zusammengenommen, eine Schraube 
des Systems, 

Für ein lineares Schraubensystem 3. Stufe haben wir drei Glei- 
chungen : 

( ($,1+ D,tit +••■+ SJ,ä) + i(!|J,i: + D.9 + S»,i) - 0, 

(7) (iPsI + D,m +■ ■ .+ SB.s) + i(sp,5 + O,? + «,i) - 0, 
I (%t + D,m +■ ■ ■+ SB.ä) + m<t + 0,0 + Sü.i) - 0. 

Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem die 
Determinante; 
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^1 ^i % 1 
(8) ® = f, Oa 3fa i 

% Qg Sftg I 

vou Null verschieden oder gleich Null ist. Diese Unterscheidung ist 
durchaus derjenigen analog, die bei den Flächen zweiter Ordnung 
auf die Diskriminante der Flächengleichung gegründet wird und zu 
der Trennung der Mittelpunktsflächen von den Paraboloiden führt. 
Nehmen wir zuerst den Fall: 

so können wir unter dieser Voraussetzung aus den drei gegebenen 
Gleichungen drei andere ableiten, welche f, m, n einzeln als homogene 
lineare Funktionen von j, t), J darstellen. Diese Gleichungen sind, 
wie man leicht sieht, von folgender Form: 

Multiplizieren wir diese Gleichungen der ßeihe nach mit J, t), ä 
und addieren sie, so ergibt sich mit Bäcksicht auf die Identität (4): 

(10) äi(E,t),ä)-'e(f+l)'+ä')-0, 
wenn wir 

(11) «(E, l), i) - (ß,E + ftO + r,i)S + (<%£+•■ ■)!! + («.E +■■■)! 
setzen und zunächst annehmen, daß diese Funktion nicht identisch 
verschwindet und nicht von der Form ß(E^+t)^+ä^ ist. 

Die Achsen aller Schrauben des Systems 3. Stufe bilden nun 
eine Kongruenz, die wir kurz als die Achsenkongruenz bezeichnen. 
Als den Grad dieser Kongruenz haben wir die Zahl der Linien an- 
zusehen, die sie mit einer beliebigen linearen Kongruenz gemein hat. 
Diese letztere Kongruenz wird durch irgend zwei homogene lineare 
Gleichungen zwischen den Linienkoordinaten dargestellt. Suchen wir 
aber die Strahlen der linearen Kongruenz, die gleichzeitig der durch 
die Gleichungen (9) gegebenen Achsenkongruenz angehören, so können 
wir mit Hilfe dieser Gleichungen aus den Gleichungen der linearen 
Kongruenz I, m, n eliminieren und erhalten zwei Gleichungen von 
folgender Form: 

1 iÄ,t + 11,1) + c,i) - HA'i + «/! + c,'i) - 0. 

Eliminiert mau aus denselben k, so findet man; 
(13) {A,t + J5,l, + C,ä) (^'E + B;? + C.'ä) 

- {A; s + Bi' t| + C,' i) (Ae + -B.« + C,ä) = 0. 



(12) 
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Eliminiert man dagegen /c aus (10) und je einer der Grleiehnngen (12), 
so ergibt sich: 

^"'-' lWS+Bi'>)+C!'ä)«fet),j)-(^E + ^,t)+O,i)(E>+D'+ä')-0. 
Jedem Wertesjstem j : t) : j, das den drei Gleichungen (13) und 
(13a) genügt, entspricht ein Strahi, den die Aehsenkongruenz mit 
der linearen Kongruenz gemein hat. Es ergeben sich aber fünf solche 
Werte Systeme, denn von den sechs, die gleichzeitig der quadratisclien 
Gleichung (13) und der ersten der kubischen Gleichungen (13a) ge- 
nügen, ist das eine auszuscheiden, welches sich aus den Gleichungen: 

^j + B^i) + 6'iä - und A^'i + .F/t) + C/ä = 
ergibt, da es i. a. nicht auch der zweiten Gleichung (13a) genügt. 
Die Achsenkongruenz ist so vom fünften Grade. 

Als Ordnung einer Kongruenz bezeichnet man die Zahl der 
Kongruenz strahlen, die durch einen beliebigen Punkt gehen, und als 
ihre Klasse die Zahl der Strahlen, die in einer behebigen Ebene 
liegen.^) Die Summe von Ordnung und Klasse ist gleich dem Grade 
der Kongruenz. In der Tat bestehen die Strahlen, die zwei sieh 
schneidende gerade Linien treffen, aus allen Strahlen, die durch 
einen bestimmten Punkt gehen, zusammen mit denen, die in einer 
bestimmten Ebene liegen, und bilden gleichzeitig eine besondere 
lineare Kongruenz. Es ist nun leicht zu zeigen, daß die vorliegende 
Aehsenkongruenz von der dritten Ordnung und damit von der 
zweiten Klasse ist. 

Verlangen wir nämlich, daß ein Strahl der durch die Glei- 
chungen (9) gegebenen Kongruenz durch einen bestimmten Punkt 
mit den Koordinaten x, y, s gehen soll, so haben wir in diese 
Gleichungen einzusetzen: 

(14) \ = yi-sVi, m = ^E-a;j, v. = x^-yi 
und erhalten dann die drei Gleichungen: 

( («1- /;)E + (|3, + z)^ + (71 - y)i = 0, 

(15) (ß, - B)i + {p, - /Ot, + {y, + x)i = 0, 

Ehminieren wir aus diesen Gleichungen j, g, j, so bekommen wir: 

(16) «s - ;5s, — /t y^ + 3: . = 0. 
«s + 2/ /^3 - ^ ra - -^ I 

1) Diese Beaeichnimgeii rühren von Kummer her. 
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Diese Gleichung ist vom dritten Grade für h, und ihren drei Wurzeln 
entsprechend erhalten wir aus den Gleichungen (15) drei Werte- 
systeme E : t) : J, also drei Strahlen, die durch den angenommenen 
Punkt gehen. 

Sieht man in der Gleichung (16) das 'k als gegeben, x, y, n aber 
als Teränderlieh an, so stellt sie die Regelfläehe zweiten Grades dar, 
auf welcher die Achsen der Schrauben mit diesem bestimmten Para- 
meter fc liegen, und indem man Ä nach und nach alle möglichen 
Werte durchlaufen läßt, erhalt man die Flächen einer bestimmtea 
llächenschar, auf welche sich die sämtlichen Strahlen der Achsen- 
kongruenz verteilen. Für /c ^= erhält man insbesondere die Fläche, 
auf welcher die zu dem Schraubensystem gehörenden einfachen 
Strahlen oder Nullschraubea enthalten sind. Die Gleichung dieser 
Fläche wollen wir schreiben: 

(17) c^x" + ^^f + y.y + (ß^ + r,)ye + (7, -I- a^)sx + (a,+ß^)xy 
- (/5/ - Y,'> ~ (n' - «aOy - {< - ß.'> + ^ = 0. 
Es ist darin z, B. ß^' = ^jKg — Ki^s ^^^ '^ ^^^ Determinante; 



zu ßsi 



chung 



Ä r> 



adjungierte Unter de terminante. Aus (17) erhält man die all- 
lere Gleichung der zum Werte k gehörenden Fläche, indem man 
Yg durch. Kj^ — k, ß^ — k, y^ — k ersetzt. Würde nun die Glei- 
(17) ein Paraboloid darstellen, so müßte die Determinante: 

^. + P. 7.+". 



«. + A 



fe + 7. 



sein, man könnte demnach die Bedingung hierfür so formuliereUj daß 
man sagt, die Gleichung (16) muß, wenn man in ihr: 



setzt, eine Wurzel Ä; = haben. Wäre dies nun der Fall, so hätte 
man sich \-\-k für Ä gesetzt zu denken, wo \ keine Wurzel der 
GleichuDg (16) unter der Voraussetzung der angeschriebenen be- 
sonderen Werte von x, y, z ist, und entsprechend hätte man «i + ^(, 
für ßj, /5g -I- Äp für ß^ und y^ + k^ für y^ zu setzen, dann erfährt die 
Gleichung (16) und die durch sie gegebene Flächen schar keine 
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Änderung und die GEIeichung, in die (17) so übergeht, stellt keine 
parabolische li'läche dar. Sie hat demnach einen Mittelpunkt und 
(wenigstens) drei durch den Mittelpunkt gehende und aneinander 
senkrechte Hauptachsen, so daß, wenn man neue Koordinaten auf 
diese Hauptachsen bezieht, die Gleiehung der Fläche von der Form 
wird: 

(17a) ax'^+ßf+y^^+Ö'^a. 

Dann müssen aber die Koeffizienten der allgemeinen Gleichungs- 
forra (17) den folgenden Bedingungen genügen: 

«1 = K. /^ä = ß> ^3 = y. ßs = ~ rs. n = - «3. (^s — ßu 

n«3 - ^in = «sft - ßs^^i, "2ßs~ ß2^s = ß,r2-yii%> 

ß^ri- Ysßi-- <^srs — Yä^i- 

Die letzten drei Bedingungen reduzieren sich infolge der vorher- 
gehenden auf: 

so daß ßg, ]'5, ^1, ((5, «2, ^1=0 wird und mithin: 

die Gleichung (17a) also die Form annimmt^): 
(17b) ax'+ßi/+-yr.'+aßr = 0. 

Hieraus erhält man aber die Gleichung einer beliebigen der 
durch (16) gegebenen Flächen, indem man cc, ß, y durch a ~ k, 
ß — Je, y ~k ersetzt. Es sind alle diese Flächengleichungeu auf ihre 
Hauptachsen bezogen. Diese Hauptachsen sind also allen den Flächen 
gemeinsam, und sie sind alle Mittelpunktsfiächen, so daß unter der 
Annahme ®4=0 die Voraussetzung, (17) könne ein Paraboloid dar- 
stellen, sich als unzutreffend erweist. 

Die Gleichungen (9) werden nun'einfach: 

I = (a — ;c)j, m = (ß ~ ft)t), n = (y — /c)ä, 
und wenn man durch die Gleichungen (2) wieder die Schrauben- 
koordinaten einführt, so erhält man: 

(18) u = Kp, ■o = ßq, XO = yx 

als die einfachste Form der Gleichungen des Schraubensystema. 

Um auch die zuerst ausgeschlossenen Fälle zu erledigen, nehmen 
wir jetzt an, daß: 

«(e/i), l)-<f+^f+h') 

werde. Dies tritt ein, wenn in den Gleichungen (9): 
1) Vgl, Plüeker, Neue Geometrie des Raumos, p. 130, 
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«,= i3,= y3 = «, 

ß3--Y2 = a^o' ri = - «3 = !/0' «,=-- ß^ - So 

gesetzt wird. Die Gleichung (10) zeigt, daß dannt 

also dasselbe für alle Schrauben des Systems ist. Die Gleichungen (9) 
selbst reduzieren sich auf: 

und zeigen, daß die Achse einer beliebigen Schraube des Systems 
durch den festen Punkt mit den Koordinaten x,^, i/o, s^ hindurch- 
geht, also die Schraubenachsen des Systems ein Strahlenbündel 
bilden. Der Fall, wo =; ist, ergibt dasselbe Resultat. Dann ist 
ß = und damit Ä = 0. Alle Schrauben des Systems sind Null- 
schrauben und die zugehörigen Schraubungen einfache Drehungen. 
Wenn wir nun an den zweiten Ilauptfall: 

herantreten, so bemerken wir zunächst, daß unter dieser Voraus- 
setzung sich aus den Gleichungen (7) £, Ht, 11 eliminieren lassen und 
diese Elimination ein Resultat von der Form: 
(19) «E + SBt) + Eä - 

liefert. Die Linien der Aehsenkongruenz sind also alle einer Ebene 
parallel.^) Wahlen wir diese Ebene als xy-^hane des Koordinaten- 
systems, so wird einfach: 

(19a) i - 0. 

Eliminieren wir dann noch weiter aus den beiden ersten der Glei- 
chungen (7) zuerst Hl und dann 1, so erhalten wir zwei Gleichungen 
von folgender Form: 

*■" '' \ m + X,n + fi,-^ + v,l) + ]ci) = 0. 

Eliminieren wir aus diesen k, so ünden wir: 

(21) i](t + X,n + (HE + ^i^)) - E(m + h^ + M + ^2^) - 0. 
Diese quadratische Gleichung stellt in Verbindung mit der Glei- 
chung ä = jetzt di& Achsenkongruenz dar. Dieselbe wird, wie 
man leicht sieht, nunmehr vom vierten Grade, sie bleibt von der 
zweiten Klasse, ist aber nur noch von der zweiten Ordnung, 



1) Deshalb gebraucht Study (G-com, d. Djuamen) für diese Kongrueu 
den Ausdruck planar. 
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Dies erkennt man, wenn man in den Gleichungen (20) einsetzt 
[vgl. (14)]: 

(14a) I = — .st], ni = sE, n = xl)'-y^ 

und daranf j, ^ eliminiert. So bekommt man: 

(22) (ii,~l,y + k)(v,+ X,x + k)-(v, + X,x~^)(ß,-X,i/ + 0) = O. 

Diese Gleichung ist, wenn man x, y, z als gegeben ansieht, quadra^ 
tisch für h, man erhält also zwei Strahlen der Äehsenkongruenz 
durch einen behebigen Punkt. Sieht man /c als gegeben und x, y, s 
als veränderlich an, so stellt die Gleichung ein Paraboloid dar. 
Sie lautet nämlich ausgeführt: 

(22a) ii^-{X,x^l^y^v,-ii^]^ 

— {(■^11^- IhK) — hM^ 
-{{Kv^-v,X^) + XJi\y 

und da in ihr die Glieder mit x^, xy^ y^ fehlen, stellt sie in der Tat 
ein Paraboloid dar, dessen Durehmesser durch zwei Gleichungen: 

(23) ^iX+X^^g, B = h 

bestimmt werden, wenn g und h beliebige Konstanten bezeichnen 
Läßt man li nach und nach alle Werte annehmen, so erhält man. 
eine Schar von Paraboloiden, auf welche sich jetzt die Achsen des 
Schraubensystems verteilen. 

Die einfachste Form, die man in diesem Falle den Gleichimgeu 
des Schraubensystems geben kann, entsteht durch Parallelverschiebnng 
des Koordinatensystems und Drehung desselben um die i'-Ächse. 
So lassen sich v^, ^, Ag = machen. Dann werden die Gleichungen 
(20) und (19a) von der Form: 

1 4 An 4- ftS -f ÄE = 0, m + vq ^ hx^ = 0, j = 0, 
und wenn man hierin die Werte (14 a) einsetzt und aus den Glei- 
chungen 5, Ij, 5 eliminiert, erhalt man für die Schar der Paraboloide 
die Gleichung: 

z{s - Ix) + (fc + v){h + ii-Uj)^Q. 
Setzt man noch: 

'k + lt = t, ji — V = %, 

so wird die vorige Gleichung: 

!3(s-xx) + {i-i,)it-xy) = o. 

Für f = fy ergibt sich eine in zwei Ebenen zerfallende Fläche. 
Diese Ebenen schneiden sich in der y-Achse. 
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Wenn die Determinante ®, die durch die Foi-mel (8) gegeben 
wird, mit allen Unter determinanten verschwindet, dann kann man 
aus den Gleichungen (7) zwei Gleichungen von der Form: 
«E +85+88-0, 

a'E+a'ti+ii'ä-0 

herleiten, die von dem Parameter 7; unabhängig sind. Diese Glei- 
chungen bedeuten aber, daß die Schrauhenachsen des Systems zwei 
Ebenen, d. h. einer geraden Linie parallel sind. Wählt man diese 
Linie zur x-Achse, so kann man die vorstehenden Gleichungen er- 
setzen durch die sehr einfachen Gleichungen: 

1,-0, i_0. 

Die erste der Gleichungen (7) ergibt dann: 

%l + Oitti + 3!,n + {11, + 7i;^,)E = 0, 

oder, da mit ^ = und ä = ; 

(14b) 1^0, m = n, n^-tji 

wird, folgt: 



I ^x+0: 



7; = 



m,y~o, g-u, 



Da 7; somit einer linearen Funktion TOn p und z gleich wird, findet 
man diesen Parameter proportional dem Abstände der zur a:-Achse 
parallelen Schraubenachse von einer zu ihr, nämlich ebenfalls zur 
a:-Achse parallelen Ebene, deren Gleichui^ lautet: 

m^y - Di^ = U,. 

Die Schraubenachsen, denen derselbe Parameter zukommt, liegen also 
allemal in einer zu dieser Ebene parallelen Ebene, in der sie ein 
Parallelenbüschel bilden. 

Wenn wir jetzt ^i = annehmen, so reduziert die zu den Glei- 
chungen: 

tl-O, ä-0 

hinzutretende Gleichung sich auf: 

n,m+ 5Rin + UiE = 
oder: 

und ist von h unabhängig, so daß jede der auftretenden Achsen mit 
jedem beliebigen Parameter zusammengenommen eine Schraube des 
Systems ergibt. Die vorstehende Gleichung drückt aber aus, daß die 
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Schraubenacliseii nicht bloß der j/?-Ebeiie parallel sind, sondern 
aucli in einer za dieser Ebene senkrechten Ebene liegen. Sie bilden 
also ein Parallelenbiischel. 

Gehen wir nun zu den linearen Schrauben Systemen zweiter 
Stufe über, so haben wir zu den drei Gleichungen (7) noch eine 
vierte Gleichung: 

(24) (Sp.I + D.im + ■ ■ ■ + äB.i) + t(?.E + 0.5 + SR,}) - 
hinzuzunehmen. Aus den yier Gleichungen können wir immer t, 
ni, n eliminieren und erhalten als Eliminationsresultat eine Gleichung: 

(25) srE + «t) + ej = o, 

die von dem Parameter li unabhängig ist und für die vierte Glei- 
chung der Schraubenachsen des Systems genommen werden kann. 
Diese letzteren sind also immer einer Ebene parallel. Verfährt man 
nun mit den drei ersten Gleichungen (7) genau so wie vorher, leitet 
aus ihnen unter der Voraussetzung S =4= zunächst drei Gleichungen 
von der Form (9) her und aus diesen wieder die Gleichung: 

(10) «(E, l),J)-f(f+ll'-H')-0, 

SO sieht man sofort, daß im allgemeinen ein gegebenes Ic zu zwei 
Schrauben des Systems gehört, denn für gegebenes h ergeben die 
Gleichungen (10) und (25) zwei Lösunga Systeme J : ^ : ä. Wenn wir 
nunmehr die Schrauben ach sen des Systems suchen, die gleichzeitig 
einem beliebig gegebenen linearen Strahlenkomplex angehören, so 
haben wir in der Gleichung dieses Komplexes I, m, n vermöge der 
Gleichungen (9) durch j, l), j auszudrücken, so daß wir zu einer 
Gleichung gelangen: 

(26) {Ai 4- B\) + Ca) - KA'-£ + JB'i) + C'j) = 0, 
die wir mit (10) und (25) zusammenzufassen haben. 

Eliminieren wir aber k aus (10) und (26), so erhalten wir eine 
Gleichung dritten Grades: 

f^'E + £'9 + C'i) (E, \i, ä) - U^ + -B9 + Ci) {f +f+ f) = a 
die mit der linearen Gleichung (25) zusammen drei Lösungssysteme 
Jt^iä ergibt. Damit finden wir drei Schrauben ach sen des Systems, 
die einem beliebigen linearen Strahlenkomplexe angehören, und ins- 
besondere drei Achsen, die eine beliebige gerade Linie treffen. Die 
Schraubeuachsen erfüllen also eine besondere Regelfläche dritten 
Grades, die nach Cayley als Zylindroid bezeichnet wird. 
Wir haben im vorstehenden den Fall übergangen, wo: 

«(5, i), ä)-«(E"+ll'+ä') 
wird. Dazu ist nacli (11) erforderlich und hinreichend, daß in den 
Gleichungen (9): 



y Google 



Besondere Schraub ensjsteme 3. Stufe. 159 

t wird. Da aber dann die Gleichung (10) sich auf: 
(*-«) (j'+l|>+j>)_0, 
also auf ]i = a reduziert, sagen die Gleielmngen (9) in diesem Falle 
aus, daß die Achsen der Schrauben des Systems durch den Punkt 
mit den Koordinaten a^ojJ/oj^o g^li^ii- ^^ sie ferner zufolge (25) einer 
Ebene parallel sein miiasen, hilden sie ein gewöhuliehes Strahlen- 
büschel, und das ganze Achsensysteni reduziert eich auf ein Strahlen- 
büschel. 

Gehen wir noch auf den Fall ein, wo von den drei ersten der 
Systemgleichungen die Determinante % verschwindet. In diesem 
Falle erhalten wir zur Gleicbung (25) noch eine ebensolche Gleichung: 

(27) 9t'E + «'^ + ©'s = 0. 

Die Schraubenachsen des Systems sind also zu zwei Ebenen, d. h. 
zu einer geraden Linie parallel. Nehmen wir diese gerade Linie als 
fl!-Achse, so wird: 

(28) l) = 0, j = 0. 

An Stelle der aus den beiden ersten Gleichungen (7} abgeleiteten 
Gleichxmgen (20) erhalten wir dann, indem wir darin noch t) = 
machen, die folgenden: 

I l+l.u + ftE + iE-0, 
'•^"' lm + J,n + ^,E -0. 

Es wird jetzt aber nach (14b): 

1 = 0, m = si-, n = - i/E 
und wenn wir diese Werte in die vorstehenden Gleichungen ein- 
tragen: 

(30) ^ij; — fi, = fc, 2— A37/ + ,(ij,= 0. 

Die zweite dieser Gleichungen zeigt, daß die Schraubenachsen des 
Systems in einer Ebene liegen, also ein Büschel paralleler Linien 
bilden. Wir können, wenn Aj4^0, das Koordinatensystem noch so 
um die a;-Achse drehen und parallel verschieben, daß die Gleichungen 
(30) übergehen in Xy + l'^ -^k, s = 0, d, h.: 

(30a) l - Xy, b = 0. 

Die Schraubenachseu verlaufen dann in der a^y-Ebene der 3;-Aehse 
parallel, und der ihnen beizuschreibende Schraubenparameter ist ihrem 
Abstände y von der «-Achse proportional Für X^^O erhalten wir 
wieder Schrauben, denen allen derselbe Parameter zukommt. 
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Wenn von den drei ersten System gleiclmngen die Determinante S) 
verschwindet, so daß man sich das Schraubensyatem durch die Glei- 
chungen (25) und (27) zusammen mit zwei Gleichungen Ton der 
allgemeinen Form (3) dargestellt denken kann, dann kann noch ein 
besonderer Fall eintreten, der darin besteht, daß die Glieder, die mit 
k behaftet sind, vermöge der ersteren Gleichungen in den außerdem 
vorhandenen zwei System gleichungen überhaupt zum Verschwinden 
gebracht werden können, indem sie lineare Kombinationen der linken 
Seiten jener Gleichungen sind, so daß man vier lineare Gleichungen 
erhält, die von Ic gänzhch unabhängig sind. Diese vier Gleichungen 
ergeben mit der Identität jl + ^m + jn = zusammengenommen zwei 
steme. Von diesen ist aber das eine, bei dem g, t), J zu- 
= werden, auazuschheßen. Man erhält also eine einzige 
Achse, und das Schraubensystem zweiter Stufe besteht aus allen 
Sehrauben mit dieser Achse. 

Diese kurze Übersicht wird, so unvollkommen sie ist, genügen, 
um einen Überblick über die Gestaltungen zu geben, die bei den 
linearen Schraub ensystemen auftreten können. Durch fünf von- 
einander unabhängige homogene lineare Gleichungen zwischen den 
Schraubenkoordinaten ist nicht eine Sehraube eindeutig festgelegt, 
sondern zwei Sehrauben, die sieh aber nur durch den Sinn unter- 
scheiden, während sie in der Achse und dem Parameter übereinstimmen. 
Innerhalb der Schraubengeometrie kann diese Übereinstimmung als 
eine völhge gelten und man kann, wie schon oben betont worden, 
von den beiden Schrauben wie von einer einzigen reden. 

Analytisch hat dies zur Folge, daß man statt der den absoluten 
"Werten nach festgelegten Schraubenkoordinaten p, q, t, u, D, to, 
zwischen denen die Relation p^+q^4-r^^l bestehen sollte, die 
bloßen Verhältnis werte (J ; q-.rtu:D:tii gebrauchen kann und von 
einer identischen Relation zwischen denselben absehen darf. Dann 
aber haben wieder nur Gleichungen, die in diesen Koordinaten 
homogen sind, einen Sinn, und der Parameter Je muß wieder durch 
die Gleichung: 

Mp-fOq + lOC 

gegeben werden. Wir wollen indessen der ursprünglichen Festsetzung 
für gewöhnlich treu bleiben. 

Wir können aber den Begriff der Schraubenkoordinaten noch 
weit verallgemeinern, und für diese Verallgemeinerung erweist sich 
die Verwendung von Verhältnis werten als ersprießlich. Seien nämlich 
p!, q; . . . (» ^ 1 . . . /i) die Koordinaten von irgend p Schrauben 8f 
eines linearen Systems ^*'"' Stufe, die nicht alle einem System 
niedrigerer Stufe angehören, uud \), q . . . die Koordinaten einer be- 
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liebigen weiteren Schraube 8 des Systems, so bestehen immer sechs 
Gleichungen von der Form: 

(31) 



Hierbei können wir <o durch die Bedingung p^ + q^ + r^ = 1 dem 
absoluten Werte nach aus den als gefunden angenommenen Werten 

(Ojj e>2 ejfi berechnen, und dann wollen wir die Verhältnisse dieser 

Werte to^ . . . ra^., die zur Festlegung der Schraube § innerhalb des 
Systems ausreichend sind, als die allgemeinen Koordinaten dieser 
Schraube innerhalb des Systems bezeichnen.^) 
Aus den Gleichungen (31) leiten wir ab: 





„' 


(•>' 


'+ q'+o-«i'-2««' 


indem 

(32) 

setzen, 


und weiter 







dabei wird der Koeffizient von w;^: 

(33) fei= !piUi+ q,-Öi+ XitOi, 

d. h. der Parameter der Schraube §;, und der KoetBzient von m.iof. 

(34) 2hj =. piUj + qsü^ + Xi\Oj + Uipj + ü.-q; + "eoitj 

die Konkurrenz der Schrauben 8; und gj. Hiernach wird der Para- 
meter der Schraube 8 allgemein: 

Für die Nullschrauben oder einfachen Linien, die unter den 
Schrauben des Systems enthalten sind, wird ]c = 0, also: 

Uhj (Oi a»j = (j, j -= 1 . . . (i). 

Zwei Schrauben §, S' des Systems, die zu den Werten ß(^ . . , «^ 
und Oj' . . . oj/ gehören, sind korreziprok, wenn: 

mCij Oi coj = (i, j = 1 . . . (i) 



1) Die absoluten Werte der ta^ lassen sich als die Komponenteu der 
Schraubung mit der Amplitude ta in der Schraube £ nach den Schrauben 8j an- 
sehen. Vgl. Ball, Theorj of ScrewB, Chap. IV. 



y Google 



162 Elftes Kapitel. Seliraabengeometrie. 

Besonders einfach gestalten sich die letzten Formeln in dem 
Falle, wo: 

2Ä,; = für i+i (i,i = l...(i) 

wird. Dann bilden die in dem linearen Systeme angenommenen 
Fund amental schrauben Sj . . . B^ ein korreziprokes System, jede 
Yon ihnen ist zu den übrigen korreziprot. Bilden außerdem, was 
nur für ;t < 4 mÖghch ist, die Fundamentalschrauben ein ortho- 
gonales System, d. h. kreuzen die Ächaeu von je zwei unter ihnen 
einander rechtwinkhg, so wird auch 

c„=0. für »4=j (i,^' = l ...p). 

Die Formel für den Parameter einer beliebigen Schraube § des 
Systems wird dann einfach: 

Nehmen wir nun n^d, so erhalten wir an Stelle des linearen 
Schraubensystems die Gesamtheit aller Schrauben Überhaupt, und die 
Werte cij, Og . . . Og, deren Verhältnisse dann eine bestimmte Schraube 
in der Gesamtheit aller Schrauben festlegen, haben wir als die all- 
gemeinsten Schraubenkoordinaten anzusehen, deren wir uns bedienen 
können. Wenn die Fnndamentalschrauben dieses allgemeinen 
Koordinatensystems insbesondere ein korreziprokes System bilden^), 
also die 15 Bedingungen: 



'•^^-' (i,j = l,2...6, i + j) 

erfüllt sind, dann lassen sich die Gleichungen (31) leicht umkehren, 
d. h. aus den gegebenen metrischen Koordinaten ^), q . . . tt) die pro- 
jektiven Koordinaten o,, Wj . . . Og berechnen. Multiplizieren wir nämlich 
die Gleichungen (31) der Reihe nach mit 

Vj, \}j, Wj, Uj, Dj, % 
und addieren sie, so ergibt sich mit Rücksicht auf (33) und (36): 
CO (U;}) -\- Bj-q + XjfD + p^n + (yV + Xjto) = 2hjj<Dj. 

Der in der Klammer stehende Ausdruck ist die Konkurrenz der 
darzustellenden Schraube S und der j'^" Fundamentalschraube §/. 
Diese allgemeinen Koordinaten Wj verhalten sich also wie die Kon- 
kurrenzen der darzustellenden Schraube und der Fundamental- 
schrauben, dieser Ausdruck jedesmal geteilt durch den doppelten 
-Parameter der betreffenden Fundamentalschrauhe. 

Bildet man die Gleichungen (31) noch einmal für eine zweite 
Schraube, deren Koordinaten man durch oben angesetzte Akzente 

1) Dem Wesen nach rühren dieae Koordinaten von P. Klein her (Math. 
Ann, 2, 1869, p. 2Ü4). 
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von denen der ersten Sehraube unters clieiiiet, so ergibt sieli mit 
Eüeksieht auf die GHeichungen (36), daß; 

(37) CT(o'()]u'+ qü'+tlD'+ up'+ tKi'+ rW)') =- S^^kki.o]/ 
wird. Auf dieselbe Weise finden wir: 

(38) ra'(pU + qu + riö) -2''^'^^''' 

Diese Formeln enthalten die charakteristische Eigenschaft der kor- 
reziproken Systeme. 

Eine andere beachtenswerte Art TOn Sehrauhenkoordinaten sind 
die tetraedralen Koordinaten.^) Man kann diese definieren als 
die Momente einer Dynanie in der festzulegenden Schraube ftir die 
Eanten eines festen Tetraeders, jedesmal multipliziert mit der Länge 
der betreffenden Kante. Seien x^, y^, 2^ (q = 1, 2, 3, 4) die cartesisehen 
Koordinaten der Tetraederecken und setzen wir: 

Ljo = j/e«ö ~^^y«, Mga = ^^Xa — Xg0a, Np„ = x^y„ — y^x„, 
so werden die tetraedralen Koordinaten definiert dureh die sechs 
Gleichungen: 

(39) pp„ = E(L;,«p + Me„q + N^^r + X^^u + Y;,„o + Z^^lö). 

Aus diesen Gleichungen folgt ohue weiteres: 

(40) pssPii -I- P3ifs4+ PiaPai- R'T(pu + qo + rlü), 

wenn T das sechsfache Volumen des Tetraeders bedeutet, und ebenso, 
wenn die Koordinaten einer zweiten Schraube wieder durch Akzente 
Yon denen der ersten unterschieden werden; 

P33 Pu + Psi P24 + Pl3 f S* + l^U PS3 + Pm V^l + fei Pia 

- ' = RE'T(vu'+ qu'+ riti'+ «()'+ üq'+ tot')- 

Die vorstehend kurz charakterisierten Koordinatensysteme sind 
von Vorteil, wenn es sich um die allgemeine Theorie der linearen 
Schraub ensysteme handelt. Der besonderen Untersuchung - dieser 
letzteren, welche auf den Sehrauhenparameter und die Abson- 
derung der Sehrauben mit gleichem Parameter basiert ist, sind die 
gewöhnliehen, metrischen Koordinaten besser angepaßt, und sie 
kommen daher im folgenden ausschließlich zur Verwendung. 

1) Diese hat Gr. Battaglini bei seinen Ilntersucliungea benutzt {Napoli 
Eendie. 8, 1869, p. 87, 9, 1870, p. 89, Giom. di mat. 10, 1873, p. 133, 207). Vgl. 
ancli Zeuthen, Math. Ann. 1, 1889, p 482. H. Mohr legt ein besonderes Te- 
traeder zngmnde (Civiling. (2) 34, 1888, p. 691, wieder abgedruckt in seinen 
gesammelten Abhandlungen über teohniscbe Mechanik). 
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Zwölftes Kapitel. 
Schraubcnrcihen. 

Wir gehen nun dazu über, die linearen Seh niuben Systeme im 
einzelnen zu besprechen und beginnen mit dem Schraubensystem 
zweiter Stufe oder, wie wir kurz sagen woUen, der Schrauben- 
reihe. Wir schließen dabei die besonderen Falle, wo die Achsen 
der Schranbenreibe einer Ebene angehören, aus, und beschränken uns 
auf den allgemeinen Fall als den, der die reichste geometrische Aus- 
beute verspricht. Die erste Aufgabe, die wir uns stellen, ist die, die 
einfachste analytische Darstellung der Schraubenreihe zu suchen. 

Da die Achsen der Sehraubenreihe einer Ebene parallel sind, so 
können wir uns zunächst das Koordinatensystem so gewählt denken, 
daß die Schrauben ach sen der ary-Ebene parallel sind. Dann wird 
von ihren Koordinaten: 

m i - 0, 

und diese einfachere Gleichung tritt an die Stelle der Gleichung (25) 
des vorigen Kapitels. Die Gleichungen (9) dieses Kapitels werden 
dann: 

(2) m^«,E + (3,^-7^ii, 

i 11 = K3E + /?,!). 

Diese Gleichungen wollen wir durch Parallelverschiebung des Koordi- 
natensystems weiter zu vereinfachen suchen. Setzen wir demgemäß: 

(3) x = Xa-\-x', ij = y^Jry', is = Sa+0', 

indem x', y', z' die neuen Koordinaten bedeuten, dann bleiben j, 
l), 5 ungeändert, dagegen wird z. B.: 

(4) n = xi)-ti% = x't)- )/'s 4- a^ot) - «/,£ = n' + x^i) - y^i, 
wenn wir die dem it in dem neuen Koordinatensystem entsprechende 
Größe fl;'g — y\ mit it' bezeichnen. Machen wir nun; 

(5) 3^0= A, |/o=-K3» 

80 sehen wir sofort, daß die dritte der Gleichungen (2) jetzt wird: 

(6) n'= 0. 

Die Schraubenachsen der Reihe sind also nicht bloß der irj/-Ebene 
parallel, sie treffen auch alle eine zu dieser Ebene senkrechte gerade 
Linie, oämlieh die neue .s-Achse, und diese Linie woUen wir als die 
Leitlinie der Schraubenreihe bezeichnen. Die Sehraub enachsen 
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müssen die Leitlinie, da sie einer zu ihr senkrechten Ebene parallel 
sind, alle unter rechtem Winkel schneiden. 

Der obigen Formel für n entsprechend finden wir, da ä = 0: 
(■ia) ( = 1'— 2j,t), m = m'+ä(g5, 

und wenn wir diese Werte in die zwei ersten Gleichungen (2) ein- 
setzen, werden die letzteren: 

(2a) r-«,E + (A + r.)t)-tE, m'- («,-».)£ + ftt| - il). 

Wir woUen nun noch das Koordinatensystem einer Drehung um die 
neue s-Achse unterwerfen, Ist p der Drehungswinkel und sind j', Ij' 
die Werte, die hierbei an die Stelle von g, l) treten, so können wir 
setzen: 

(7) 5 = cosej'+ sin^jl/, 1) = - sinpi-'+cospt)'. 
Femer wird, da V= — s'l), m'= s'%, wenn wir: 

V'^-s't)', m"^s'i' 
annehmen: 

(7a) l'= cosiil"+ sinpm", m'= — sin^if'-l- cospm". 

Wenn wir nun die Substitutionen (7) und (7a) in (2a) ausführen 
und aus den entstehenden beiden Gleichungen l" und m" berechnen, 
so erhalten wir ein Resultat von folgender Form: 

^^''_ 1 ni"=(«/-^„)E'+^;t/-fty. 

Hierin ist z. B,; 

/3,'= /5,cosp^— Kgsinp^-f («j — ^g)cosiisiQp, 
a^= «äCosp^— /5j8in4)^+ («j — ^Jcospsinp. 
Wir wollen nun z^ und p so zu bestimmen suchen, daß: 
(3/+s„=-0 und ß/-s^=0 
wird. Durch Addition dieser beiden Gleichungen folgt mit Rück- 
sicht auf die vorstehenden Werte tou ß^ und «5': 

(ttj-l- ^i)cos2p -t- (k,~ J3a)sin2p = 
und daraus: 

(8) '»»gSp - J^- 

Durch Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt sich aber; 

(9) i'.-ife-W. 

Denken wir uns p und s^ aus den gefundenen Gleichungen (8) 
und (9) bestimmt, schreiben dann einfacher «1'= a, /3/= ß und lassen 
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die Akzente an den Linienkoordinaten fort, so erhalten wir aus den 
Gleiclmngea (2b): 

(10) I-(»-S)E, m-(ß-m, 
und diese Gleichungen zusammen mit: 

(11) n-O, i-0 

repräsentieren die gesuchte einfachste Darstellung für die Achsen der 
Schraubenreihe. Die Schraubenreihe selbst ist dann durch die Glei- 
chungen gegeben: 

(12) 11 = Rp, D = j5i^, 10 = 0, r = 0. 1) 
Aus den Gleichungen (10) mid (II) ergibt sich, da: 

jl + gm + jn = 0, also hier jl + l)in = 
sein muß, für den Parameter 7; der Wert: 






(13) 7. = 

Sind X, y, z die Koordinaten irgendeines Punktes auf einer 
Schraub enachse der lleihe, so ergibt die erste der Gleichungen (11): 

(14) a;t)-j/E = oder | = l, 
und setzt man in den Gleichungen (10): 

ein, so werden sie; 

j (<.-4)E + «tl-0, 

'•-"'■' l-,E + (iJ-;oi)-o. 

Daraus folgt, wenn wir j und 1} eliminieren: 

(16) („_t)(^_j)+8>_0. 

Diese Gleichung ist, wenn wir in ihr s als konstant ansehen, vom 
zweiten Grade für k. 

Wir sehen somit erstens, daß in jeder Parallelebene zur 
ä;i/-Ebeae, d, h. in jeder Ebene, die senkrecht zur Leitlinie der 
Sehranbenreihe gestellt ist, "zwei Schraubenachsen der Reihe liegen. 
Durch jeden Punkt der Leitlinie gehen demnach zwei Schrauben- 
achsen der Eeihe, und diese Linie ist eine Doppellinie der Hegelfläche, 
welche diese Schraubenachsen erfüllen. Zweitens aber zeigt sich, 
daß die Gleichung (16) ungeändert bleibt, wenn wir s mit — n ver- 
tauschen. Zu den Schraubenachsen, die in zwei von der ar^-Ebene 
gleich weit entfernten Parallelebenen liegen, gehören also dieselben 

1) Vgl. Padeletti, Rendie. della E. Acead. di Napüli S3, 1883, 
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Werte des Parameters, und die Achsen zweier Schrauben der Reihe, 
die gleichen Parameter besitzen, sind von der xy-Woene, die wir die 
Hanptebene der Schrauhenreihe nennen wollen, gleich weit nach 
oben und unten entfernt. Zwei solche Schrauben mit gleichem Para- 
meter wollen wir als konjugierte Schrauben der Reihe und ihre 
Achsen ebenfalls als konjugierte Achsen bezeichnen. 

Diese Paare konjugierter Achsen haben eine besondere Be- 
deutung für das Schraubensystem vierter Stufe, das zu dem vor- 
liegenden Sehraubensystem zweiter Stufe reziprok ist. Nehmen wir 
nämlich irgendein Paar konjugierter Achsen und sei k der Schrauben- 
parameter, der zu ihnen gehört, ziehen wir dann irgendeine Linie, 
die beide Achsen trifft, und sehen diese Linie als Achse einer 
Schraube mit dem Parameter ~ /c an, so gehört diese Schraube zu 
dem reziproken System. In der Tat ist sie zu den beiden Schrauben 
der Schraubenreihe, denen der Parameter h zukommt, korreziprok, 
weil sie entgegengesetzt gleichen Parameter besitzt und die Achsen 
der beiden Schrauben trifft (S. 139). Damit aber ist sie zu allen 
Schrauben der Schranbenreihe korreziprok und gehört mithin zu dem 
reziproken System. Die Paare konjugierter Achsen der Schrauben- 
reihe bilden demnach die Leitlinien der linearen Strahlenkongruenzen, 
welche durch die Achsen der Schrauben gleichen Parameters in dem 
reziproken Systeme geliefert werden, und so haben wir die einfache 
Art gefunden, wie wir geometrisch dieses reziproke System aus der 
Schraubenreihe ableiten können. Analytisch leiten wir es ab, indem 
wir die Bedingung dafür aufstellen, daß eine beliebige zu dem 
System gehörende Schraube, deren Koordinaten u', ü', tt', p', q', x' 
seien, zu allen Sehrauben, deren Koordinaten den Gleichungen {12) 
genügen, korreziprok ist. Aus der allgemeinen Beziehung zwischen 
den Koordinaten zweier korreziproker Schrauben: 

pu' -f- (^o' -{- rtti' -f up' -I- öq' -I- lar' — 
folgt aber mit Rücksicht auf die Gleichungen (12): 

und da diese Gleichung für jeden Wert des Verhältnisses p:C| erfüllt 
sein soU, ergibt sich: 

(17) u'+«p'=0, ö'-f j3q'=-0 

als die Darstellung des reziproken Systems, 

Kehren wir nach dieser Abschweifung wieder zu der Schrauben- 
reihe zurück, so können wir in den Gleichu-agen (15) zufolge (14) 
, E, t) durch die proportionalen M''erte x, y ersetzen und erhalten so 
die Gleichungen: 

I (tc- fc)a:-f ,5^ = 0, 
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für die Koordinaten x, y, s eines belieTjigen Punktes der Scitrauben- 
achse, die zu einer Sehraube der Reihe vom Parameter h gehört. 
Führen wir den Winkel 95 ein, den die Verbindungsebene dieser 
Schraubenachse und der Leitlinie mit der xs-Ebene büdet, so wird: 

(19) x:y = cos <p: sin ip, 

und die Gleichungen (IS) nehmen somit die Form au: 
( (k — fc) cos 9) + s ■ sin q:i = 0, 
^ ^^ {-- n-GOSfp + iß — Ii) sin ^ = 0. 

Aus diesen Gleichungen folgt einerseits durch Elimination Yon r; 
oder: S - .cos,f=+ /S.ia,,' 

(20) Ji-l>-ciios2ip, 
wenn wir; 

(21) i.=t±-". c^'-r- 

setzen, anderseits durch Elimination von Je: 

(22) 5 = c- sin 29;. 

Die Gleichungen (19) und (22) lassen eich als die Gleichungen der 
durch den Winkel tp innerhalb der Eeihe festgelegten Schrauhenachse 
ansehen, und die Gleichung (20) ergibt den zugehörigen Schrauben- 
parameter h. 

Man sieht dann sofort, daß zu entgegengesetzt gleichen Werten 
des Winkels ip bei entgegengesetzt gleichen gleiche Werte h ge- 
hören, also zwei konjugierte Scbrauheuachsen, und die Paare konju- 
gierter Achsen liegen demnach symmetrisch zu der x- und y-Achse, 
die wir als die Hauptachsen der Schraubenreihe bezeichnen wolle] 
Diese Hauptachsen gehören ebenfalls zu den Schraubenachsen der 
Heihcj in ihnen fallen je zwei konjugierte Achsen zusammen, die zu- 
gebürigen Parameter - sind ß und a und repräsentieren den grS 
und den kleinsten Wert, den der Parameter innerhalb der Schrauben- 
reihe annehmen kann. Dies alies sieht man sofort, wenn man in 
den Formeln (19) bis (22) einmal ^ == und das andere Mal y = 
setzt. Dann wird einmal der Parameter lz = h ~c^ a und di 
andere Mal = & -f- c = /3, und die übrigen möglichen Werte des Para- 
meters liegen zufolge der Gleichung (20) zwischen diesen beiden 
Extremwerten. 

Die Gleichung (22) zeigt, daß z dem absoluten Werte nach 
höchstens gleich c werden kann. Alle Schraubenacbsen der Reihe 
sind sonach zwischen den beiden durch die Gleichungen 

^ = c und 2 = ~ c 
dargestellten Parallel ebenen zur Hauptebene enthalten. 
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In jeder dieser beiden Ebenen liegt eine einzige Schrauben achse 
der Reibe, und wir wollen diese beiden Achsen als die Grenz- 
aclisen bezeichnen. ZimächBt ist nach Gleicbnng (22) klar, daß die 
Schraub enachsen, die in einer zur Hauptebene parallelen Ebene 
liegen, zu komplementären Winkeln gehören, denn es ist: 



sin 2( — 9)) = sin 2 y. 
. zwei solchen Achs 
■ = f» — c cos 2 (p 

s 2 f-o — g^l = ^ + c cos 2 (p, 



Gleichzeitig werden die zu zwei solchen Achsen gehörenden Para- 
meter: 

h^h — c cos 2 {p 



(23) 



k + lz'^ 2h 



folgt. Die Summe dieser Parameter ist also konstant. Die beiden 
Komplementärwinkel werden aber einander gleich oder um re ver- 
schieden, wenn qo = — oder ?' = —,- angenommen wird. Dann 
fallen die beiden Schraubenachsen, die in der zur Hauptebene 
parallelen Ebene liegen, zusammen, und man sieht aus (22) sofort, 
daß dabei: 

2 = c oder s = — t 

wird, während in beiden Fällen der zugehörige Parameter h = h ist. 
Die beiden Grenzachsen bilden also ein Paar konjugierter Achsen, 
und zwar wird der zugehörige 
Parameter Ä das arithmetische 
Mittel aus den beiden Haupt- 
parametern K und ß. 

Wir wollen nun den Wert 
des Parameters Iz jedesmal auf 
der zugehörigen Schrauben- 
achse von der Leitlinie aus 
als Länge abtragen. Von dem 
Endpunkte S dieser Strecke 
sind dann s und li die recht- 
winkligen Koordinaten in 
einer Ebene, die wir als um 
die Leitlinie drehbar auffassen. 
Die Endpimkte aller auf- 
getragenen Strecken erfüllen 
in dieser beweglichen Ebene eine Kurve, deren Darstellung in den 
Koordinaten /c und g wir aus den Gleichungen (20) und (22) durch 
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Elimination des Winkels ip sofort ableiten. Wir finden so für die 
Kurven gleicbnn g : 

(24) Qi-iy+ß'^c\ 

Die Kurve ist also ein Kreis mit dem Hadiua c, dessen Mittelpunkt 
auf der in die xij-Ehene fallenden Achse der beweglicben Ebene im 
Abstände b von der Leitlinie liegt. Wir nennen den Kreismittel- 
punkt M, den FuBpunkt des aus ihm auf die Leitlinie gefällten 
Lotes C und die Schnittpunkte dieses Lotes mit dem Kreise A und B. 
(Vgl. Fig. 15.) Dann wird: 

(25) CM = b, OA^h-c^a, CB = & + c = ^. 

Die Gfleiehungen (20) und (22) lassen sich als eine Parameter- 
darstellung des Kreises in der beweglichen Ebene deuten. Der zu 
dem Winkel ip gehörige Punkt S ist dann dadurch charakterisiert, 
daß der zu dem Bogen jIS" gehörende Zentriwinkel =2 y ist. Gleich- 
zeitig ist der Winkel, den die nm die Leitlinie drehbare Ebene mit 
der a^^i-Ebene bildet, (p selbst, und wir erhalten somit die folgende 
von Lewis^) angegebene, höchst einfache geometrische Konstruktion 
der Schraubeureihe: 

Dreht eine Ebene sich um eine feste Achse, während 
gleichzeitig in ihr ein Punkt S mit doppelt so großer 
Winkelgeschwindigkeit einen Kreis beschreibt, so durch- 
läuft das von dem Punkte S auf die Drehachse gefällte 
Lot die sämtlichen Achsen einer Schraubenreihe, wobei 
jedesmal die Länge des Lotes den Parameter h der zu- 
gehörigen Schraube angibt. 

Wir wollen nun die bewegliche Ebene von der Leitlinie, um die 
sie sich drehen sollte, losreißen und sie in eine beliebige feste Lage 
bringen. Sie soll dann die Rolle einer Bildebene spielen.^) Zu jedem 
Punkte des in ihr liegenden Kreises gehört eine Schraube der 
Schraubenreihe. Der Punkt soll deshalb der Bildpunkt dieser 
Schraube heißen, und den ganzen Kreis wollen wir als Bildkreis 
bezeichnen. Die Leitlinie, nm welche die Ebene drehbar war, soll 
in ihrer Lage gegen den Bildkreis festgehalten werden und nunmehr 
die Parameterachse genannt werden. Diese Benennung hat ihren 
Grund darin, daß der Abstand eines Bildpunktes von ihr den Para- 
meter der zugehörigen Schraube angibt. Die Punkte A und B ge- 
hören zu den Hauptachsen der Schraubenreilie, die Punkte B und E, 
in denen zwei zur Parameterachse senkrechte Tangenten den Bild- 
kreis berühren, zu den Grenzachsen. 

II ITessenger of Matliematics, vol. 9, 1879, p. 1. 

3] Sir EobertBall, Proceedinga of the R. Irish Acad. (2) vol. 4, 1889, p. 29, 
L'unningham. ITemoIrs of tlie K. Ir. Acad. No. 4, 1886 und Mannheim., Comptea 
iiendu^ T 100, l'4«''i, p. 268. 
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Aus der Gewimiimgsart der Bildebene ist sofort klar, daß der 
Abstand des Bildpunktes S von dem Durchmesser AB den Abstand 
der zugehörigen Schrauben ach se von der Haaptehene angibty vrährend 
der zu dem Bogen AS gehörende Peripherie winkel dem Winkel 
gleich ist, den die Schraub enachse mit der a:^-Ebene bildet. Zwei 
Schraubenachsen, die in derselben Normalebene der Leitlinie liegen, 
entsprechen sonach zwei Bildpunkte S, S^, die auf demselben Lote 
der Parameteraehse enthalten sind. Zwei Schraubenachsen kommt 
derselbe Parameter zu, sie bilden also ein Paar konjugierter Achsen, 
wenn ihre Bildpunkte S, S' auf einer Parallelen zur Parameter ach se 
liegen. 

Denkt man sich den Bildkreis, solange er noch in einer um die 
Leitlinie drehbaren Ebene vorgestellt wird, ohne Änderung seiner 
Größe in der Richtung normal zur Leitlinie beliebig verschoben, so 
sieht man sofort, daß sieh die §chraubenachsen der Reihe in keiner 
Weise ändern, während zu allen Parametern Js eine und dieselbe 
Größe hinzukommt Wenn also die Schrauben ach sen der Reihe der 
Lage nach sämthch gegeben sind, so existieren noch unendhch viele 
zugehörige Parameter Verteilungen, die sich aber alle nur um eine 
additive Konstante unterscheiden. Von diesen Seh raub cur eihen, 
deren Achsen übereinstimmen, woUen wir sagen, sie bilden eine 
eyzygetische Schar. 

Wir wollen nun bemerken, daß wir drei verschiedene Arten 
von Schraubenreihen zu unterscheiden Laben, je nachdem in der 
Bildebene die Parameteraehse den Bildkreis sehneidet, berührt 
oder nicht schneidet. Im ersten Falle gibt es nämlich in der 
Reihe zwei Sehrauben von verseh windendem Parameter, also ein- 
fache Linien, die den Schnittpunkten der Parameterachse mit 
dem Bildkreise entsprechen. Diese beiden Linien repräsentieren 
immer ein Paar konjugierter Schrauben, da ihnen beiden der gleiche 
Parameter zukommt. Im zweiten Falle vereinigen sich die beiden 
Linien in einer Hauptachse, im dritten Falle werden sie imaginär. 
Im ersten Falle können wir von einer hyperbolischen Schraubenreihe 
sprechen, im zweiten Falle von einer parabolischen und im dritten 
von einer elliptischen. Ausgezeichnet ist noch der Fall, wo die 
Parameterachse durch den Mittelpunkt des Bildkreises geht. Dann 
fallen die Schrauben vom Parameter Null in die Grenzaehseu 
und kreuzen sich somit rechtwinkUg. Wir können diesen Fall durch 
die Bezeichnung als „gleichseitige Schraubenreihe" charakterisieren. 
Zwei Schrauben, deren Achsen in einer Norraalebene der Leitlinie 
liegen, haben dann immer entgegengesetzt gleiche Parameter. 

Man sieht nun sofort, daß in einer syzygetisehen Schar alle 
Arten von Schraubenreihen vertreten sind, und zwar zwei parabolische. 
Die Parameter der einen von diesen letzteren sind alle positiv, die 
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Parameter der anderen alle negativ, und die Differenz zweier Para- 
meter, die zu derselben Achse gehören, ist konstant = 2 c. 

Wenn man in zwei Sehrauben der Schraubenreihe beliebige 
Schrauliungen ausführt, so setzen sie sich wieder zu einer Schraubung 
in einer Schraube der Schraubenreihe zusammen. Dieser Satz ist 
leicht aufs neue zu beweisen. Denn zwei Schraubnngen um irgend 
zwei Schrauben der Reihe haben Koordinaten von folgender Form: 



(26) 



q,, ri=0, Ui=Kp„ ^i-ßqu w, = 0, 
-., ^2^ ^a-O, u, = «Pä, V3 = (3q3, w^ = 0. 
Durch Addition homologer Koordinaten entstehen die Koordinaten 
der resultierenden Schraubung: 

(27) p = Pi-(-p3, q-qi + %, r = 0, u ^ «p, t> - ßq, w = 0, 
und dies sind wieder die Koordinaten einer zu der Schrauhenreihe 
gehörenden Schraubung. Führen wir die Winkel qs,, ip^, ip ein, 
welche die Achsen der drei Schraubungen, die der a^^-Ebene parallel 
sind, mit der ars-Ebene bilden, so wird: 



(28) 



(29) 



Pi = 



a^cosg^i, 



q, = WiSmqOi; p^ = ra^cosy^. q^ = OjSmqij; 
p=tocos93, q = (oaini):, 

wenn ro^, ra^, ra die Winkelgeschwindigkeiten der drei Sehraubungen 
bezeichnen, und die beiden ersten Gfleichungen (27) ergeben dann: 
' ocosyi = OjCosqSi + Ojeosgjg, 
ojsiny = to^sin^'i + o^sinq^g. 

Diese üleichungen gestatten aber 
mit Hilfe des Bildkreises eine ein- 
fache geometrische Interpretation. 
Der Winkel, unter dem zwei 
Schraub enachsen der Reihe einander 
kreuzen, wird angegeben durch den 
Per ipherie wink el des Bild kreis es, 
der über dem durch die Bildpunkte 
der beiden Seh rauben begrenzten 
Bogen steht, und zwar nicht bloß 
der Größe, sondern auch dem Sinne 
nach. Wir wollen nun die Bild- 
punkte der Schrauben, in denen die 
^'^' ^^ drei Schraubungen stattfinden, mit 

iS^, ySj, S bezeichnen, dann werden die Peripherie winke! , die zu den 
Bögen S^Sj, S^S, SS^ gehören, der Große und dem Sinne nach, in 
derselben Reihenfolge: 




(30) 



= 'fs~9i! Vi=<p- 



V,-fi- 
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Nun folgt aus den Gleichungen (29) mit Leichtigkeit: 

— (i>ain^j= (Ojsin^O, — osin^j^ a^sintj) 
oder: 

(31) (»1 : o^ : — 03 = sin^^: sin^^' sini/j. 

Es ist sonach bequemer, den Drehungssinn der resnlti er enden Schrau- 
bung umzukehren. Dann geht sie in die Schraubung über, welche 
die ersten beiden Schraubuogeii aufhebt, und die Gleichung (31) 
zeigt: Die Winkelgeschwindigkeiten solcher Schraubungen 
in drei Sehrauben der Reihe, welche sieh aufheben, sind 
den Seiten des von den Bildpnnkten der drei Schrauben ge- 
bildeten Dreiecks proportional, indem man jedesmal die Seite 
zu nehmen hat, die dem Bildpunkte der betreffenden Schraube gegen- 
über liegt, und der Sinn der drei Schraubungen ist immer 
der durch einen bestimmten Umlauf des Dreiecks der Bild- 
punkte gegebene. 

Wir wollen nun suchen, die Konkurrenz zweier Schrauben der 
Reihe in der Bildebene geometrisch zu interpretieren. Nehmen wir 
der Einfachheit wegen die Schrauben i^, Sj, die zu den durch die 
Gleichungen (26) ond die ersten beiden Gleichungspaare (28) gegebenen 
Schraubungen gehören. Dann wird die Konkurrenz y zufolge ihrer 
Definition (S. 138): 

y = 2(ßCOS95iCOsyg + ßsiiKp^smif:^) __ 
oder 

(32) yJ' = hcoa(cp, — g^g) — ceos(y>i+ g'a)- 

Um diese Gleichung geometrisch zu deuten, führen wir in der Bild- 
ebene durch die Gleichungen: 

(33) Jc~h = -i, z^-rj 

neue Koordinaten |, -rj ein, dann wird in diesen neuen Koordinaten 
die Gleichung des Bildkreises [vgl. (24)]: 

(34) V+v'=<^' 
und seine Parameterdarstellung; 

(35) | = C'COs29:, i;^c-sin29J. 

Für die Verbinduagshnie u der beiden Kreispunkte, deren Koordinaten 

ccos2(p^, csin2ipi und coob2^2, csin29>j 
sind und welche die Bildpunkte der Schrauben 8, §' repräsentieren, 
finden wir die Gleichung: 

(36) cos(95i4- fps)^ + Bin(yj+ ip^)i] = ccoä{(p^— (p^). 

In der Tat wird die Gleichung befriedigt, wenn wir für ^, tj die vor- 
stehenden Werte einsetzen. 
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Die Koordinaten 1^, rj^ des Poles ü der geraden Linie u bezüg- 
lich des Bildkreises sind dadurch bestimmt, daß bei ihrer Eiaführimg 
die Gleichung (36) der geraden Linie die Form annimmt: 

(36a) U + riuri == c\ 

Es wird also: 

(36 b) g c..(T. + y,) 






Aus der ersten dieser Formeln folgt aber: 

" coB (^, - -ji,) t ooe ((p[ - qij) 

ußd somit: 

(37) r = 2eos(^j-y,)(6~U. 

Die Parameterachse ist aber Ton dem Mittelpunkte des Bildkreises, 
d. h. dem neuen Eoordinatenursprunge um die Strecke 6 nach der 
Seite der positiven ^ hin entfernt und zur »j-Achse parallel, 6 — |„ 
ist also der Abstand des Poles U von der Parameterachse, und wir 
können sonach sagen: Die Konkurrenz zweier Sehrauben der Schar 
wird gefunden, indem man den Abstand des Poles U der Verbindungs- 
linie ihrer Bildpunkte von der Parameterachse mit dem doppelten 
Kosinus des Peripheriewinkels über dem von den Blldpunkten be- 
grenzten Bogen multipliziert. Den Pol XJ kann man übrigens auch 
direkt finden als den Schnittpunkt der Tangenten, die man in den 
beiden Bildpunkten au den Bildkreis legt. 

Zu einer noch einfacheren Darstellung der Konkurrenz gelangen 
wir wie folgt. Die Parameterachse hat die Gleichung | = & oder 
— 1=^0^ Wenn man sich diese Gleichung, entsprechend (36a), in 
der Form geschrieben denkt: ^p^ + ij^ri^c^, indem |p, ti^ die Koordi- 
naten des Poles P der Parameter ach se bezeichnen, so findet man sofort: 

(38) |,-f, >,,-0. 

Der Abstand Sp dieses Poles P von der durch die Gleichung (36) 
gegebenen Verbindungslinie der beiden Bildpunkte wird aber, wenn 
wir ihn nach der dem Mittelpunkte M. des Bildkreises zugewandten 
Seite positiv rechnen: 

Sp = cco8(?'i — 9:3) — |j,cos(q"i -f- 9Dg) — ^psin(q-i + ip^) 
oder, wenn wir hierin die Werte (38) einsetzen: 

Sp = I \l cos («Pj - 9-2) - ccos (<pi + -Pä)) = 2^ y. 
Also wird: 

(39) 7-^8, 
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oder, wenn man will, y = ^c-i- Den Pol P der Parameterachse 
wollen wir knrz den Paraiueterpol nennen. Dann können wir die 
Formel (39) wie folgt in Worte kleiden: Die Konkurrenz 
zweier Schrauiben der Keihe ist dem Abstände der Ver- 
bindungslinie ihrer Eildpunkte von dem Parameterpol pro- 
portional. Wenn die Konkurrenz insbesondere verBchwiadet, sind 
die Sckrauben korreziprok. Die Biidpunkte zweier korreziproken 
Schrauben der Reihe liegen also immer mit dem Parameter- 
pol in einer geraden Linie. 

Der Parameterpol P hat von der Pararaeteraelise den Abstand 
6 — |p= Wenn wir demnach zu den ursprünglichen Koordi- 

naten /c, z, die wir in der Bildebene angenommen hatten, zurück- 
kehren, so müssen die Koordinaten eines Punktes, der auf einer durch 
den Parameterpol gehenden geraden Linie liegt, einer Gleichung von 
folgender Form genügen: 

Setzt man diesen Wert für B in die Gleichung des Eildkreises: 

ein, so erhält man die Gleichuug, der die Parameter zweier kor- 
reziprokeu Sehranben genügen: 

wobei p noch willkürlich bleibt. Nennt man \, h^ die Wurzeln 
dieser Gleichung, so wird: 

;..+ ;^-f "'+f,"''.-°'' , 

l ' ^ h 1-r d' 



und demnach: 



und somit findet mau schließlich: 



c*o) L+t-^ + { 



■■+9W-e '} 



Die reziproken Werte der Parameter zweier korreziproken 
Schrauben der Reihe ergeben eine konstante Summe. Der 
Wert, den die Gleichung (40) für diese Summe hefert, wird dadurch 
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verständlich, daß die zu den Hauptaehsen gehörenden Sehraaben, 
deren Parameter a uad ß sind, ebenfalls ein Paar korreziproker 
Schrauben bilden, da ihre Achsen sich rechtwinklig schneiden. In 
der Tat liegt anch der Parameterpol P auf dem Durchmesser AB, der 
die Bildpunkte dieser beiden Schrauben verhindet. 



Dreizehntes Kapitel. 
Das Zylindioiii. 

Wir hatten bereits im zehnten Kapitel gefunden, daß die Achsen 
der Sehrauben einer Sehraub enreihe eine Regelfläcbe dritten Grades 
erfüllen, für welche wir den Namen Zylindroid eingeführt hatten. 
Wir wollen diese Fläche jetzt eingehender betrachten. 

Ihre Gleichung können wir sofort aus den Gleichungen (18) des 
vorigen Kapitels durch Elimination von k herleiten und finden: 



(1) 



X^+IJ^ 



Dieselbe Gleichung') hätten wir auch durch Elimination von (p aus 
den beiden Gleichungen: 

(2) x:y = cos q> : siatp, g = c ■ sin 2 q? 

erhalten können. 







\ '■'' 1 


k 

\ P" \ 


s^'i^ ^ s„ 


T" 



Diese Gleichungen kann man benutzen, um aus ihnen die 
graphische Darstellung des Zylindroids in Grundriß und Aufriß ab- 
zuleiten. Man denke sich (Fig. 17) einen Kreis um den Mittel- 

1) Sie tüiit von Plücker lier (Neue Geometrie des Eanmes, 1868, p. 97), 
der die Pläohe als Konoid bezeicimet. Den Namen Zjlindroid hat ilir 
Cayley gegeben (1871, s. Ball, Irisli Acad. Trans. 25, p. 161). Unter Zylindroid 
wai früher nach Wallig ein ejnschaligee Rotation shyperholoid verstanden worden. 
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punkt M mit dem ßadias c beschrieben uad an ihn in einem 
Puntte die Tangente gelegt. Man ziehe die Linie MO oder x als 
die Schnittlinie toh Grundriß- und Aufrißebene und durch eine 
weitere Linie p', die mit a: den Winkel <p bildet. Ist S der zweite 
Schnittpunkt dieser Linie mit dem Kreis und zieht man durch S die 
Linie p" parallel zu x, so bilden p' und p" die Projektionen des zu 
dem Winkelwert g) gehörenden Zylindroidstrahls auf die Grundriß- 
und Aufrißebene. Diese einfache Konstruktion liegt allen folgenden 
Figuren zugrunde. 

Die aUgemeinen Eigenschaften des Zylindroids gehen aus dem 
im vorigen Kapitel Entwickelten unmittelbar hervor. Die ät-Acbse, 
als Leitlinie der Schraubenreihe, ist Doppellinie des Zylindroids, 
durch jeden ihrer Punkte gehen zwei Regelstrahlen der Flache, diese 
sind allemal der Hauptebene, d. h. der xy-Ehsne, parallel, und die 
Winkel, die sie bilden, werden alle durch zwei Ebenen halbiert, die 
durch die Leitlinie gehen und mit den Hauptachsen, d. h. der x- und 
y-Achse, Winkel von 45" bilden. Die Hauptachsen liegen selbst auf 
dem Zylindroid. Dasselbe ist ganz in dem Teile des Raumes ent- 
halten, der durch zwei Parallel ebenen in den Abständen -f c und 
— c zur Hauptebene begrenzt wird. In di^en äußersten Ebenen, 
den „Grenzebenen", liegt nur je ein Strahl, ein Grenzstrahl, des 
Zylindroids. Diese Grenzstrahlen kreuzen einander rechtwinklig und 
kreuzen die Hauptachsen unter 45". Da die Regelstrahlen des 
Zyhndroids alle der Hauptebene parallel sind, kann man dem Zylindroid 
außer seiner Doppellinie noch eine einfache Leitlinie zusehreihen, die 
in der Hauptebene unendlich weit entfernt liegt. 

Wir wollen nun die nähere Untersuchung des Zylindroids damit 
beginnen, daß wir nach Regelflächen zweiten Grades forschen, welche 
mit dem Zylindroid nur gerade Linien gemein haben. Enthält eine 
solche Fläche aber drei Regelatrahlen des Zylindroids, so muß sie 
auch die Doppellinie und die unendlich ferne Leitlinie des Zylindroids 
enthalten, weil diese Linien mehr als zwei Punkte mit ihr gemein 
haben. Die Fläche muß deshalb mit der Hauptebene außer der un- 
endhch fernen Leitliaie noch eine gerade Linie gemein haben, welche 
die Doppellinie, d. h. die ü- Achse, trifft und mithin durch den Ko- 
ordinatenurspnmg geht. Die Gleichung der Fläche muß sieh daher 
für ^ = auf eine Gleichung von der Form: 

Ax-i-By = 
reduzieren. Da die 'Fläche aber durch die s-Achae hindurchgehen 
soll, muß außerdem ihre Gleichung erfüllt sein, wenn a: = 0, y = 
gemacht wird. Die Glieder, die s enthalten, können somit in die 
Form: 

l iCx + By) 
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gebracht und die Gleichung der Fläche kann sonach gesehrieben 
werden: 

W ^-■^<> Cx + Dy 

Alle diese Flächen sind hyperbohsche Paraboloide. Ihre eine 
ßegelsehar erhält man, wenn man in der Flächengleiehung: 

(4 a) s = 2c ji. 

setzt. Dann wird: 

(4b) Ax + Bij = ii (Ox + Dy), 

und diese Gleichungen (4a) und (4b) stellen, wenn man den Para- 
meter /i variieren läßt, die sämtlichen Strahlen der ersten Regelschar 
dar, die, wie man sieht, wie die Strahlen des Zylindroids die 3-Achse 
unter rechten Winkeln treffen. Als Darstellung der zweiten Regel- 
schar bekommt man: 

(5) Ox -f Dy = 2cv, Ax + By = vz, 

indem v den Parameter bezeichnet, der die einzelnen Strahlen dieser 
Regelschar festlegt. 

Hält man nun die Gleichung (3) mit der Gleichung (1) des 
Zylindroids zusammen, so ergibt sich durch Elimination von s eine 
Gleichung dritten Grades: 

(6) Ax^ + {B-e)xhj -[- {A-B)xif + Bf = 0, 

welche die Projektionen der drei gemeinsamen Regelstrahlen beider 
Flächen auf die Hauptehene darstellt. 

Wenn die drei Regelstrahlen insbesondere zusammenfallen, wollen 
wir das Paraboloid ein Schmiegungsparaboloid des Zylindroids 
nennen.-') Dann müssen die drei Wurzeln, welche die Gleichung (6) 
für das Verhältnis x : y Uefert, zusammenfallen, und demgemäß muß: 

A = y^% B—G=-^x^y^% A-B^Zx^hj^, B 3;/ 

werden, wenn x^ : y■^ die einzige jetzt existierende Wurzel der Gleichung 
bezeichnet. Hieraus folgen die Werte der Koeffizienten: 

(7) A^y^% B^~x,\ G^x,{3y^'-x^), D-^-y,iäx,'-y,'). 

Die Gleichung des Schmiegungsparaboloids zerfallt für a:^ = + J/i in 
zwei lineare Gleichungen, da dann A = + B, C =• + D = — 2B wird 
und sonach die Flächengleichung lautet: 

entweder {s ~ c)(x ~ y) = oder (^ -\- €){x -{- y) ^ 0. 
Von den zwei Ebenen, in die das Paraboloid zerfällt, ist die eine 
die Parallelebene zur Hauptehene, welche das Zylindroid längs eines 

1) Vgl. Picquet, Bulletin de la Soe, Math., vol. 14 (1886) p, 68. 
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Grenzstrahls berührt, und die andere die Ebene, welche denselben 
Gri-enzstralil mit der Doppellinie des Zyliiidroids yerbindefc. 

Verlangt man, daß das Schmiegungsparaboloid durch einen be- 
liebig gegebenen Punkt mit den Koordinaten x^, j/^, 0^ gehen soll, 
so folgt aus den Gfleichungen (3) und (7): 

. _9e ^.Xji^,!^g 

oder: 

(8) {a^oSQ— 2cj/o)^j^4-3j/q3'o' '^i^i'i"" 33;o0(,-a;i«/i^— (yo?{,~2c3;(,)j/i'=0. 
Da diese Gleichung Tom dritten Grade für x^ : p-^ ist, gehen durch 
einen beliebigen Punlit des Raumes drei Schmiegungsparaboloide, 
Liegt der Punkt auf dem Zylindroide, besteht also die Gleichung: 

so fallen die drei Schmiegungsparaboloide zusammen. Wenn ?o= + c 
ist, so fallen zwei der drei Schmiegungsparaboloide iu eines der 
Ebenenpaare zusammen, die, wie wir gesehen haben, unter den 
Schmiegungsparaboloiden enthalten sind. In der Tat wird, wenn 
^n "=" + c ist, - ^ 4- 1 und wenn «„ = ~ c ist, — = — 1 eine Doppel- 
wnrzel der Gleichung (8). Ist Sf," < c^ so sind zwei Wurzeln der 
Gleichung imaginäo-, ist üq^^c^, so sind alle ihre Wurzeln reell. 

Wir wollen uns nun durch die drei Begelstrahlen des Zylindroids, 
die den Wurzeln der Gleichung (8) entsprechen und in denen drei 
durch einen Punkt gehende Schmiegungsparaboloide das Zylindroid 
berühren, wieder ein Paraboloid gelegt denken. Dann haben wir die Glei- 
chung (8) mit der Gleichung (6) zu identifizieren, und demgemäß er- 
halten wir für die Gleichung des Paraholoids: 

Mau sieht sofort, daß diese Gleichung für x^x^, if^y^, « = s^ er- 
füllt ist, das durch sie dargestellte Paraboloid geht also durch jeden 
gemeinsamen Punkt der drei Schmiegungsparaboloide hindurch. Diese 
gemeinsamen Punkte erfüllen aber eine gerade Linie, welche die 
DoppeUinie des Zylindroids, d. h. die g-Achse rechtwinklig schneidet, 
also zur xy-Uhsne parallel ist. In der Tat erfahrt die Gleiehnng (8) 
keine Änderung, wenn man 

ersetzt, was auch p sei. 

Wir nehmen jetzt an, unter den drei Regelstrahlen, welche die 
betrachteten Paraboloide mit dem Zylindroid gemein haben, seien 
zwei konjugierte Strahlen, zu denen, wenn man sie als Achsen 
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zweier Schrauben der Scliraiibeiireih.e auffaßt, derselbe Schrauben- 
paramefcer gehört. Solche zwei konjugierte Strahlen werden durch 
Ebenen ansgesehnitten, welche mit der a:.s-Ebene gleiche Winkel 
bilden, also Gleichungen von folgender Form haben: 

X + yiy = und x — Yly = 0. 

Die kubische Gleichung (6) hat dann zwei entgegengesetzt gleiche 
Wurzeln und muß, in ihre Wurzelfaktoren zerfällt, folgende Form 
haben: 

{x + yi y) {x - Yly) (ic - 1 y) = 0, 
die ausgerechnet ergibt: 

x^— -x^y — Ixt/ -\ — )/'' = 0, 
Demnach wird jetzt: 

A = l, B~C=~-^, A-l) = -X, B=^, 
oder: 

A = l, -ß=J;-' ^=-t"' -D = l+'l, 

und die Gleichung des Paraboloids lautet: 

(10) ,= l£^.^J^. 

Die Strahlen der einen Kegelschar des Paraboloids liegen in den 
Ebenen, die durch Gleichungen von folgender Form gegeben werden 
[vgk (5)]: 

x-\-xy = 2cQ. 

Diese Ebenen sind aber senkrecht zu dem gemeinsamen Itegelstrahl 
des Paraboloids und Zylindroids, der durch die Gleichung; 

(11) a;-is-0 

festgelegt wird. Also schneiden alle Strahlen der üegelschai' diesen 
Regelstrahl unter rechtem Winket, Sie schneiden aber außerdem die 
beiden konjugierten Strahlen des Zylindroids, und sonach muß jede 
Linie, die zwei konjugierte R«gelHtrahlen des Zylindroids trifft, außer- 
dem einen dritten Regelstrahl des Zylindroids unter rechtem Winkel 
schneiden. Legen wir aber umgekehrt durch den Regelstrahl, der 
durch die Gleichung (11) festgelegt wird, und eine Linie, die ihn 
senkrecht trifft, das Paraboloid, das außerdem die Doppellinie mid 
die unendlich ferne Leitlinie des Zylindroids enthält, so ist dies 
Paraboloid dergestalt eindeutig bestimmt und muß eine Gleichung 
von der Form (10) haben. So sehen wir: Jede Linie, die 
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einen Regelstrahl des Zylindroide unter rechtem Winkel 
trifft, schneidet es außerdem in zwei Punkten, die auf zwei 
konjugierten Regelstrahlen liegen. Diese Uegelstrahlen brauchen 
nicht notwendig reell zu sein. Sie können auch imaginär werden 
oder (in eine der Hauptachsen) zusammenfallen. 

Wenn wir nun dazu übergehen, die einfachsten Kurven auf dem 
ZyJiudroid zu untersuchen, so legen wir zweckmäßig die allgemeine 
Bemerkung zugrunde, daß jede Kurve, die auf dem Zylindroid ver- 
läuft, sich io folgender Weise darstellen läßt: 
j a: = 2 C S cos 9, 

(12) «/ = 2c*siny, 

I s = 2ccosy siny, 

wenn x, y, s die Koordinaten irgendeines Punktes der Kurve, ^ aber 
eine Funktion des Winkels f bezeichnet. In der Tat folgen diese 
Gleichungen formal sofort aus den Gleichungen (2), und damit sie 
sich auf die Punkte einer Kurve beziehen, muß das zunächst will- 
kürliche $ als eine Funktion des Winkels Kp angesehen werden. 
Durch geeignete Wahl dieser Funktion können wir leicht alle ge- 
wünschten Kurven auf der Fläche gewinnen Aus einer beliebigen 
Kurve auf dem Zylindroide und dessen Doppellinie kann man es 
selbst herleiten, indem man aus allen Punkten der Kurve auf die 
Doppellinie die Lote fällt. 
Nehmen wir zunächst: 

(13) * = 1, 

so erhalten wir eine Kurve, deren ParameterdarsteUung lautet: 

(14) % = Sccosq», y= 2csinq5, z = 2ccos9)siny. 

Um sie auch als Schnitt zweier Flächen abzuleiten, quadrieren wir 
zurüichst die beiden ersten der vorstehenden Gleichungen und addieren 
sie, so wird: 

(15) 3^ ■\- y^ = A<?. 

Quadrieren wir ferner den Ausdruck: 

■^ + */ ^ 2c(cosq5 -I- siny), 
so erhalten wir: 

(x 4- yf = 4c^(l + 2cos^siny) 

oder nach der dritten Gleichung (14): 

(16) {x + yf-U(c + i). 

Drehen wir noch das Koordinatensystem um die «-Achse durch 45", 
so haben wir für die neuen Koordinaten zu setzen: 

(17) x'-V\{x\y), t'-Yiix-s), a'-z. 
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Die Gleichungen (15) und (16) werden dann: 

(18) x'^+ y'^= 4c^ x'''-^ 2c{c + s'). 

Die erste dieser Gleichungen stellt einen geraden Ereiszylinder mit 
dem Halbmesser "ic, die zweite einen parabolischen Zylinder dar, 
dessen Seitenlinien die Seitenlinien des ersten Zylinders senlcreeht 
kreazen, und die in Rede stehende BaumkurTe erseheint als die 
Schnittkurve dieser beiden Zylinder. Die untenstehende Figur gibt 
die Darstellung eines Vierieis dieser Kurve in Grundriß und Aufriß. 




Von dem parabolischen Zylinder betrachten wir den Querschnitt, 
der in die durch die Gleichung j/'— oder x — y =^0 gegebene Ebene 
fällt, und denken uns den Zylinder selbst konstruiert, indem wir 
auf dieser Ebene in den Punkten der Parabel, welche den Querschnitt 
bildet, die Lote errichten. Die Ebene geht durch den oberen Grenz- 
strahl des Zylindroids, die Parabel hat dessen Doppellinie zur Achse 
und den tiefsten Punkt derselben, der auf der Fläche liegt, zum Scheitel. 
Ihr Brennpunkt liegt in der Mitte zwischen ihrem Scheitel und dem 
Koordinatenursprung, deni „Mittelpunkt" des Zylindroids. c ist 
der Parameter der Parabel Errichten wir in den Punkten der 
Parabel auf ihrer Ebene die Lote und bringen diese zum 
Schnitte mit dem Rotationszylinder, dessen Achse mit der 
Achse der Parabel zusammenfällt und dessen Halbmesser 
gleich dem doppelten Parameter der Parabel ist, dann er- 
füllen die Lote, die wir von den Schnittpunkten auf die 
Parabelachse fällen, das Zylindroid. 
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Wir setzen zweitens in den Gleichungen (12): 

(19) ^ = 9 cos 91. 

Dann erhalten wir eine Kurve, deren Parameter dar stelluug lautet: 

(20) x^2c^co6fp^, 1/ = 2c4icosq[)siny, s ^= 2ccosq[i8inq[). 

Aus diesen Gleichungen leiten wir, indem wir die zweite durch die 
dritte dividieren, zunächst ab: 

(21) l-C^ 

Die Kurve ist also eine ebene Kurve und liegt in einer Ebene, die 
durch die eine Hauptachse (j/ = 0, s = 0) des Zylindroids geht. 
Femer folgt ans den Gleichungen (20): 

X — CQ = CQaos2fp, y — cpsin2(p, 
und somit wird: 

(22) («-«(.)' + 9'- (C(.)'. 

Dies ist die Gleichung eines Rotationszytinders, der durch die 
Doppellinie des Zylindroids geht und dessen Achse die in der ge- 
fundenen Ebene (21) liegende Hauptachse des Zylindroids trifft. Die 
Kurve, die durch die Gleichungen (20) gegeben wird, ist demnach 
als Schnitt eines geraden Kreiszyhnders mit einer Ebene eine Ellipse, 
die Doppelhnie des Zylindroids geht durch den einen Endpunkt der 
kleinen Achse dieser EUipse und steht auf dieser Achse senkrecht. 
Errichtet man also in dem einen Endpunkte der kleinen 
Achse einer Ellipse auf dieser Achse eine Senkrechte, die 
dem durch die Ellipse gehenden geraden Kreiszylinder angehört, und 
fällt von allen Punkten der Ellipse auf diese Senkrechte 
die Lote, so erfüllen dieselben ein Zylindroid. 

Die sämtlichen Ellipsen, die auf dem Zylindroid liegen, be- 
kommen wir, wenn wir allgemeiner: 

(23) <& =- pcos(g:j — y,,) 
setzen. Schreiben wir dann: 

cpcosq^o = a, tpsiu9;fl = 6, 
so wird die Parameterdarstellung der Kurve: 

IX — 2(acosgi + hsia(p)coBip, 
y = 2 (a cos y + b sin <p) sin g>, 
« =i 2 c cos ip sin 9?. 
Aus diesen tfleichungen folgt zunächst: 

h X + ay =^ 2ab + 2(a^ + i^)cos<psiatp 
und demnach weiter: 
, (25) c(J)x + ay)-(a' + i')s^2cai. 
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Dies ist die Gleichung der Ebene, in welcher die Ellipse liegt. 
Ferner ergibt sich aus den ersten beiden Gleichungen (24) sofort: 

(26) x''-i-f=2ax + 2hy. 

Denn die linke und die rechte Seite dieser Gleichung sind 

= 4 (q cos qf) + i sin ipy. 

Die so gewonnene Gleichung stellt wieder einen Rotationszylinder 
dax, der die Doppellinie des Zylindroids als eine Seitenlinie enthält, 
und die (zu dieser Doppellinie parallele) Achse des Zylinders trifft 
die 3;?/-Ehene in einem Punkte, dessen Koordinaten x — a und ^ = Ö 
sind. Die Projektion des Kegelschnittes auf die Hauptebene ist also 
immer ein Kreis, der durch den Schnittpunkt der Hauptachsen des 
Zylindroids hindurchgeht. Von die'^em Kreis aasgehend, kann man 




den Kegelschnitt leicht in Grundriß und Aufriß zeichnen, wie es die 
vorstehende I'igur zeigt. Multipliziert man die Gleichung: 

ax + hy = 2(acos(p + Iisinq;)^ 
noch mit: 

s = 2ccostpsinip, 

so erhält man auf der rechten Seite nach (24): 

4c(acofig) + '&sinq5)^cosysiny = cxy 
und demnach: 

(27) axs + hys — cxy = 0. 

Dies ist die Gleichung des Kegels, welcher die Ellipse ans dem 
Koordinatenurspmng, d. h. dem Mittelpunkte des Zylindroids projiziert. 
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Er geht durch die Hauptachsen und die Doppellinie des Zylindroids 
hindurch, die in der Tat alle drei von der Ellipse getroffen werden. 
Sucht man allgemeiner den Kegel, der die Ellipse aus einem 
heliebigen, durch seine Ordinate ^^ gegebenen Punkte der Doppel- 
linie projiziert, SO hat man zu der mit 0^ multiplizierten Gleichung (26) 
die mit 2 multiplizierte Gleichung (27) zu addieren und erhält für 
die Gleichung des gesuchten Kegels; 

(27a) ^a{^' + f)~2cxy + 2(ax + ip)(^~^,)^0. 
Macht man hierin s = 0, so findet man für die Schiiittkurve des 
Kegels mit der Hauptebene: 

Welche Werte in dieser Gleichung a, b auch haben mögen, immer 
sind die Kegelschnitte, zu denen man so gelangt, einander ähnlich 
und paarweise in ähnlicher Lage, denn ihre Gleichungen unterscheiden 
sich nur in den linearen Gliedern.^) 

Liegt der Projektionspunkt zwischen den Grenzebenen des 
Zylindroids, ist also 5q^ < c*, so sind die Kegelschnitte in der Haupt- 
ebene Hyperbeln, sie werden Parabeln, wenn der Projektionspunkfc 
in eine der Grenzebenen fällt, und sie sind Ellipsen, wenn der 
Projektionspunkt außerhalb der Grenzebenen hegt. 

Die Gleichung (2ö) ist erfüllt, wenn man: 

(28) x=Xa, y^-xh, 

macht, was auch A sei. Durch diese Gleichungen (28) wird aber ein 
Eegelstrahl des Zylindroids dargestellt, und durch diesen Kegelstrahl 
geht die Ebene der Ellipse hindurch. In der Tat muß sie insgesamt 
eine Kurve dritter Ordnung mit dem Zylindroid gemein haben, und 
spaltet sich von dieser Kurve dritter Ordnung ein Kegelschnitt ab, 
so muß der Rest eine gerade Linie sein. Umgekehrt muß jede Ebene, 
die durch einen Eegelstrahl des Zylindroids geht, dieses außerdem 
in einem Kegelschnitt, und zwar einer Ellipse, schneiden. 

Die Ebene ist als eine Tangentialebene des Zylindroids anzusehen, 
und der Berühr ungspimkt dieser Tangentialebene ist der Punkt, in 
dem der in ihr liegende Kegelschnitt den in ihr liegenden Regelstrahl 
außerhalb der DoppeUinie des Zyhndroids schneidet. Ein Schnitt- 
punkt liegt in der Tat immer auf der Doppelliuie, denn der Wert 
von z in (28) stimmt mit dem Wert von 5, der sich aus (25) für 
^ ^ 0, y = ergibt, überein. 

Die Gleichung (25) ist ferner erfüllt, wenn x^ a, y ^b, s = 
gesetzt wird. Die Ebene der Ellipse trifft demnach die Achse des 

1) Pioquet, Bulletin de la Soc, Math, 14, 1886, p. 68. 
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Zylinders ia deren Schnittpunkte mit der Hauptebene, d. h. der 
xy-Ehenfi, die kleine Achse der Ellipse liegt in der Hauptebene und 
die Hauptachsen des /ylindroids gehen nach ihren Endpunkten hin. 
Die Endpunkte der großen Achse bilden den höchsten und tiefsten 
Punkt der Ellipse, nach ihnen gehen also die Grenzstrahlen des 
Zjlindroida hin. Wir finden demnach: Schneidefc man einen 
geraden Kreiszylinder durch eine Ebene und fällt von den 
Punkten der Schnittellipse die Lote auf irgendeine Seiten- 
linie des Zylinders, so erfüllen diese Lote ein Zylindroid. 
Hierbei liefern die Lote aus den Endpunkten der kleinen 
Ellipsenachse die Hauptachsen und die Lote aus den End- 
punkten der großen Achse die Grenzstrahlen des Zylindroids. 
Diese Erzeugung der Fläche rechtfertigt ihre Bezeichnung als Zylin- 
droid, mehr noch wie die zuerst gegebene Erzeugungsart, und von 
ihr ausgehend schlug Cayley die Bezeichnung Zylindroid vor. 
Die Grleichung (26) ist erfüllt, wenn man: 



^2a, 



= 26 



macht. Die Gleiehimg (25) ergibt ( 
(29) 



also wird z gleich der Ordinate des Zylindroids, die zu x = a, i/ = £i 
gehört. Dies aber ist die Ordinate des Punktes, in dem das Zylindroid 
■von der Achse des Zylinders (26) geschnitten wird. 

Die Punkte, die durch die Gfleichungen (28) und (29) gegeben 
werden, gehören konjugierten Regelstrahlen des Zylindroids an und 
kreuzen dessen Hauptachsen unter gleichen Winkeln. Der eine dieser 
Kegelstrablen trifft ferner die Achse des Zylinders. Daraus ergibt 
sich für die Tangentialebene des Zylin- 
droids in einem gegebenen Punkte P' 
folgende Konstruktion. 

Der Eußpunkt des vom Punkte P' 
auf die Hauptebene gefällten Lotes sei 
Q. Man verbinde Q mit dem Mittel- 
punkt M, in dem sich die Hauptachsen 
des Zylindroids schneiden. Auf dieser 
Verbindungslinie errichte man in Q 
das Lot und nenne iä den Punkt, in 
dem dies Lot die symmetrisch zu MQ 
bezüglich der Hauptachsen gelegene 
Linie trifft. Eällt man dann von B aus auf die Hauptachsen die 
Lote MX und RY, so geht die Tangentialebene in P' durch die 
Punkte X und Y hindurch und ist somit bestimmt. 
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Konstruktion einer Tangentialebene des Zylincb'oids. \Q1 

Zum Beweise konstruiere man über MB, als Durchmesser den 
Kreis X. Dieser Kreis geht durch die Punkte X, Y, Q hindurch und 
ist der Scbnittkreis eines Zylinders, der aua dem Zylindroid eine 
Ellipse ausschneidet. Diese Ellipse geht durch die Punkte X, Y, F' 
hindurch, außerdem aber auch durch den Fußpunkt des von P' auf 
die Doppellinie gefällten Lotes, denn der Winkel QMX ist gleich 
dem Winkel XMIt, und die Linien MQ und MM sind somit die 
Projektionen zweier konjugierten ßegelstrahlen des Zylindroids, von 
denen der eine die Achse des Zylinders trifft. Der andere ist also 
der, welcher eine Sehne der Ellipse bildet und in dessen Schnitt- 
punkte P' die Ebene der Ellipse das Zylindroid berührt.^) 

Es ist nun zu beachten, daß man jeden Kegelschnitt auf dem 
Zylindroid erhalten kann, indem man von irgendeinem Punkte P der 
Fläche die Lote auf alle ihre Regelstrahlen fällt. Die Fußpunkte 
dieser Lote liegen dann allemal auf einer Ellipse, welche auch den 
angenommenen Punkt P enthält. Wenn wir uns nämlich den Regel- 
strahl p gezogen denken, der den Punkt P enthält, so muß nach 
einem oben bewiesenen Satze jede Linie, die p trifft und einen 
anderen ße gelstrahl der Fläche unter rechtem Winkel schneidet, 
außerdem den zu p konjugierten Regelstrahl p' treffen. Die Lote, 
die man Tom Punkte P aus auf die Regelstrahlen fallt, müssen also 
alle den festen Regelatrahl p' treffen und liegen mithin in einer 
Ebene, die durch p' hindurchgeht. Diese Ebene hat mit der Fläche 
außerdem eine Ellipse gemein, und auf dieser Hegen sonach die Fuß- 
punkte der Lote und auch der Flächenpunkt P, da die Ebene der 
Ellipse durch ihn hindurchgeht. Rückt der Punkt P auf seinem 
Regelstrahl p foi-t, so dreht sich die Ebene der zu ihm gehörenden 
Pußpunktkurve um den konjugierten Regelstrahl p'. Da die Ellipse 
die Doppelhnie des Zylindroids immer trifft, gebt sie stets durch den 
Punkt F'g des Regelstrahla p', in dem derselbe auf der Doppellinie 
senkrecht steht, außerdem enthält sie von diesem Regelstrahl, wie 
von allen anderen, noch den Fußpunkt P' des auf ihn aus P ge- 
fällten Lotes. Die Sehne F'(,P' der Elhpse ist der Sehne parallel, 
die in die Hauptebene fällt, dies aber ist, wie wir gesehen haben, 
die kleine Achse der Ellipse. Die Sehne FP' aber ist 7U der Sehne 
I'\I" senkrecht, also der großen Achse der Ellipse paiallel Die 
Linie 1^\F geht mithin durch den Mittelpunkt der Ellipse. 

Die Lote, welche wir von dem Punkte P auf die Regelstrahlen 
des Zyhndroids gefällt haben, bilden, weil sie in einer Ebene liegen, 
ein Büschel. Die Regelstralilen stehen auf je einem Strahl dieses 
Böschels, außerdem aber alle auf der Doppellinie des Zylindroids 



1) Eine andere Konstruktion der Tangentialebene gibt d'Oeagne, Ann. 
de Math, et de Phjg. (3) 1, 1901, p. 159, 
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senkrecht. Es erfüllen also die gemeinsamen Normalen der 
Strahlen eines Büschels und einer festen Achse « ein 
Zylindroid. Um dies Zylindroid festzulegen, fälle man von dem 
Bus eh eis eh eitel P das Lot p auf die feste Achse a, sein Fußpunkt 
heiße P^. Außerdem denke man sich durch den Schnittpunkt P'o 
der Büachelehene mit der Achse a zu dieser letzteren die Normal- 
ebene gelegt und nenne die Schnittlinie derselben mit der Ebene des 
Büschels j)'. Dann sind p und p' konjugierte Regelstrahlen des zu 
bestimmenden Zylindroids. Durch den Mittelpunkt M der Strecke 
Pt,P\ denkt man sich wieder die Normalebene ri zu der Achse ge- 
legt und auf diese die Strahlen p und p' senkrecht projiziert. Die 
Halbierung 8 linie des Winkels zwischen p und p' ist die eine Haupt- 
achse k des Zylindroids. Um noch den Wert der Konstanten c zu 
bestimmen, durch die es völlig festgelegt wird, nenne man P' den 
Funkt, in dem der auf p' senkrechte Büsehelstrahl diese Linie trifft, 
denke sich dann den Büschels eh eitel P und den Punlit P' auf die 
Ebene i? senkrecht projiziert und dureli die Projektionspunkte i?, 
Q und durch M den Kreis n gelegt. Ist r = y MH der Radius 
dieses Kreises jt und « der Winkel, den die Ebene des Büschels mit 
der Ebene ij bildet, so wird: 

c ^ )- ■ taug a. 
In der Tat ist dies der Abstaud des höchsten Punktes der Ellipse, 
in welcher der über dem Kreis x stehende Zylinder die Büschelebene 
schneidet, von der Ebene rj. Diese Eüipse wird aber erfüllt von den 
Treffpunkten der gemeinsamen Normalen mit den Büschelstrahlen. 

Der Satz, daß die Fußpunkte der von einem beliebigen Punkte 
des Zylindroids auf seine Regelstrahlen gefällten Lote eine Ellipse 
erfüllen, kann auch so ausgesprochen werden: Die Kegelstrahlen des 
Zylindroids werden von ihren Nor mal ebenen, die durch eine und 
dieselbe Parallele zur Doppelhnie hindurchgehen, in den Punkten 
eines Kegelschnittes getroffen. Daraus folgt aber weiter: Die Fuß- 
punkte der Lote, die man von einem beliebigen Pimkte des Raumes 
auf die Regelstrahlen des Zylindroids fällt, erfüllen allemal eine 
Ellipse. Appell hat nun den wichtigen Satz bewiesen, daß die 
einzige Itegelfläche, für welche die Fußpunkte der von einem be- 
liebigen Punkte auf ihre Regelstrahlen gefällten Lote eine ebene 
Kurve erfüllen, das Zylindroid ist.-') 

Die Gleichung (26) des Kreises x zeigt, daß sein Radius oder, 
was dasselbe ist, die kleine Halbachse der Ellipse: 

r = -j/q^ + b^. 

1) S. Bulletin de la Soc. Matt. 28 (1900) p. 261, außerdem den auf einen 
kinematisclien Sats geetützten eyntieti seien Beweis von Bricard in dcrselliea 
Zeitschrift 29 (1901) p. 18 und den analjtisclien Beweis von Demoulin, ibid. p, 39. 
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Die Grieichung für den Neigungswinkel k der EllipBenebene gegen 
die Hauptebeue läßt sieh sehreiben: 



und die große Halbachse der Ellipse wird: 

s = Yr" + c^ = Ya^ -h V + c\ 

Zu beachten ist noch, daß die Endpunitte X, Y der kleinen Achse 
der Ellipse auf den Hauptachsen des Zylindroids liegen in den Ab- 
ständen 2a und 2b vom Mittelpunkte M, in dem sich jene Haupt- 
achsen schneiden. 

Die letzte der vorstehenden Gleichungen zeigt, daß, solange die 
kleine Achse der Ellipse dieselbe bleibt, auch die große Achse sich 
nicht ändert, also die EUipse sich kongruent bleibt. Nach der vorher- 
gehenden Gleichung bleibt dann aber auch die Neigung ihrer Ebene 
gegen die Hauptebene dieselbe. Wir gelangen so zu dem Satz^); 
Läßt man eine unveränderliche Ellipse sich so bewegen, 
daß die Endpunkte ihrer kleinen Achse an zwei sich 
schneidenden und zueinander senkrechten geraden Linien 
entlang gleiten, während sie gleichzeitig das im Schnitt- 
punkte der beiden Linien auf deren Ebene t; errichtete Lot 
fortwährend trifft, so bleibt die Neigung der Ebene dieser 
Ellipse gegen die Ebene i; dieselbe, und sie bewegt sich auf 
einem Zylindroid, von dem das Lot der Ebene i; die Doppel- 
linie, die in der Ebene tj angenommenen beiden Linien die 
Hauptachsen, und dessen Parameter c gleich der halben 
ßrenndistanz der Ellipse ist. Denn es wird: 

c = -j/s^ - rl 

Wir haben oben gefunden daß wenn wir auf dem Zylindroid 
zwei Itonjugierte Ee gel strahlen p, p herausgreifen die sämtlichen 
Regelstrahleu des Zyhndroids sich auffassen lassen als die gemein- 
samen Normalen der Doppelhnie und ]e eines Strahles, der einen 
festen Punkt P Ton p mit einem veianderlichen Punkte von p' ver- 
bindet. Für den Punkt P kann hierbei ein behebiger Punkt auf p 
gewählt werden, denn, wie man ihn auch annimmt, immer ergibt 
sich dasselbe Zylindroid das duieh die konjugierten Strahlen p, p' 
eindeutig bestimmt ist Jeder Stialil *! des Zylindroids ist also 
gemeinsame Normale von unendlich vielen Strahlen, welche die beiden 
Linien p und p' treffen. Diese Strahlen erfüllen jedesmal eines von 
den oben behandelten Paraboloiden, welche drei Strahlen, darunter 



1) Mannheim, Comptes Rendus, T. 106 (1838) p. SSO, 
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zwei konjugierte, des Zylindroids enthalten. Die sämtlichen Strahlen 
aber, welche die Linien p,y treffen, bilden eine der mit dem 
Zylindroid verknüpften einfach unendlich vielen hnearen Strahlen- 
kongruenzen. Die gemeinsame Normale der Leitlinien p, p' (d. h. die 
Doppellinie des Zylindroids) wollen wir der Kürze halber die Achse 
der Strahlenkongruenz nennen. Dann können wir sagen: Die ge- 
meinsamen Normalen der Achse und der Strahlen einer 
linearen Strahlenkongrnenz erfüllen ein Zylindroid, von 
dem die Leitlinien der Kongruenz zwei konjugierte Regel- 
Strahlen bilden.^) Die Strahlen des Zylindroids, die in zwei zur 
Hauptebene parallelen und von ihr gleiehweit entfernten Ebenen 
liegen, sind einander paarweise konjugiert. Sie kreuzen sieh (wie 
man leicht sieht, wenn man sie auf die zweite mögliche Art zu 
Paaren zusammenfaßt) rechtwinklig. In den beiden Parallelehen ea 
liegen aber anderseits die Endpunkte zweier Durchmesser irgendeiner 
Ellipse des Zylindroids, und so erkennt man leicht die Richtigkeit 
des folgenden Satzes: Die Regelstrahlen, die nach den Endpunkten 
der Durchmesser einer Ellipse des Zyhndroids hinlaufen, kreuzen 
einander rechtwinkhg. 

Alle Ellipsen des Zylindroids werden, wenn man sie senkrecht 
auf die Hauptebene projiziert, zu Kreisen, die durch den Mittel- 
punkt M des Zylindroids gehen. Diese Kreise lassen sich mittels ein- 
facher Inversion (Transformation durch reziproke Radienvektoren) in 
gerade Linien verwandeln. Ihre Gleichungen sind von der Form: 



(26) 




2{ax + i,J)-x' 


' + </■ 


i'illirt man in dieser 


Gleichung ein: 




(30) 

(30a) 
und: 


mgelseliTt: 




s'+s" 


(30'o) 




(«'+!/')(f+W 


- (2«)' 


folgt, so 
Linie; 


gebt die IÜ-. 


eisgleiclmng über i 


n die Gleicliun. 


(31) 




aE+Sl)-2 


c^ 



r geraden 



1) In e ner all eme nen Mrahlenkongruena bilden die einem belieliigen 
Strahl de eil en unendl eh 1 pna lila t n 'strahlen eine lineai'e Kongruenz, und 
daraus tolgt daß 1 e ^eme csamen N rmalen e nes Stratlea der allgBii 
Kongruenz uad le unendl 'h lecacHiiten Strahlen e 
So ist dasselbe von Harn Iton entdeckt wurden (Tra 
Vol. 16, 1830, p. 4). Die einmal aufgestellte Behauptung, das Zylindroid sei 
schon 1819 von Sangro behandelt worden, beiulit aut einer Verwechslung mit 
dem Wallisschen Zylindroid (EotationahyperLolonI) 
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Die ausgeführte Transformation stellt aber eine Inversion dar, bei 
welcher ein Punkt P der Ebene, der von M den Abstand r hat, in 
den Punkt F' der Verbindungslinie von M und P Übergeht, dessen 
Abstand r' von M sich aus der Gleichung: 

bestimmt. 

Man kann die für x und y gefundenen Ausdrücke {30a) in die 
Gleichung des Zylindroids einsetzen und so auch s durch j und ^ 
darstellen. So findet man für die Koordinaten x, y, s eines Punktes 
des Zylindroids die folgende Parameterdarstellung: 



(32) 






Durch diese Gleichungen oder die aus ihnen hervorgehenden: 

(32a) i' = 2c--, t) = 2c| 

wird aber, indem wir j, Ij als Koordinaten eines Bildpimktes in 
einer Bildebene deuten, auch eine eindeutige Abbildung des Zylindroids 
auf eine Ebene vermittelt. Bei dieser Abbildung werden die Regel- 
strablen der Fläche durch die geraden Linien dargestellt, die durch 
den festen Punkt M, den „Mittelpunkt" der Abbildung, gehen, und 
die Kegelschnitte auf dem Zylindroid durch die übrigen geraden 
Linien der Bildebene. Da irgend zwei dieser geraden Linien sich in 
einem Punkte schneiden, ist zu schließen, daß auch zwei beliebige 
Ellipsen auf dem Zylindroid einen Punkt gemein haben. Die Punkte 
der Doppellinie werden durch die unendlich fernen Punkte der Bild- 
ebene und die unendlich fernen Punkte des Zylindroids allein durch 
den festen Punkt M abgebildet. Wir haben oben gefunden, daß die 
Ebene der Ellipse, welche aus dem Zylindroid durch den in der 
Form (26) dargestellten Zylinder ausgeschnitten wird, den Regelstrahl 
enthält, für dessen Punkte: 

x:y == — a:6 

wird. Gleichzeitig aber wird die Ellipse iu der Bildebene als die 
durch die Gleichung: 

ai -\- bl) = 2c^ 

dargestellte gerade Linie abgebildet. Daraus schließen wir sofort, 
daß Ellipsen, deren Ebenen durch denselben Regelstrahl p des 
Zylindroids gehen, durch parallele gerade Linien abgebildet werden, 
und zwar sind sie dem mit p iu einer Normalebene zur Doppel- 
linie liegenden Strahle des Zylindroids parallel. Die zuerst besprochene 
Raumkurve vierter Ordnung auf dem Zylindroid wird durch den 
Kreis um M mit dem Radius 2c abgebildet. 
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Wir setzen nun in den Grund gleiclmngen (12): 

Dann wird die zugehörige Kurve auf dem Zylindroid eine Baumkurve 
dritter Ordnung,^) Mau kann nämlich schreiben: 

(33a) _ S^> "-■ '>-+ 2a..MP.i. . + (C^i ™ .-, 

^ ' IJ coi <p -\- j^ Bin ip 

und setzt man diesen Ausdruck in die Gleichungen (12) für die 
Koordinaten x, y, b eines beliebigen Kurvenpunktes ein, so erhält 
man, wenn man noch der Kurze halber: 
t.angq; = p 
macht j die folgende Param eterdar Stellung : 



ix^2e 
y = 2c 






Setzt man diese Werte in die Gleichung einer beliebigen Ebene: 

ein, so erhält man eine Gleichung dritten Grades für p und deinen 
drei Wurzeln entsprechend drei Kurvenpunkte, die in der Ebene 
liegen. 

Die Raumkurve dritter Ordnung hat mit einem beliebigen Regel- 
strahl des Zylindroids einen Punkt gemein, denn für die Punkte 
eines ßegelstrahls nimmt: 



einen bestimmten Wert an, der als Parameter dem Kegelstrahl zu- 
geschrieben werden kann. Es liefern infolgedessen die vorstehenden 
Gleichungen eindeutig bestimmte Werte für die Koordinaten des 
Eu rvenp unkte s, der auf dem Regelstrahl liegt. Für zwei Regel- 
strahlen fällt dieser Schnittpunkt in die DoppeUinie, es wird nämlich 
iC^O, J/ = 0, wenn q der quadratischen Gleichung genügt: 

(34a) ((7+^) + 2B9 + (a-^)p^-=0, 

Wenn : 

B°- - (C +A){G-A)> 0, also A^-irB^> C'\ 

sind die Wurzeln ^^j q^ dieser Gleichung reell, und dann hat die 
Raumkurve dritter Ordnung zwei reelle Punkte mit der Doppellinie 

1) Vgl. Goebel, Ztachr. f. Math. n. Phja, Hd, 25 (1880) p. 295. 
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gemein. Durch diese beiden Punkte gelit aber noch je ein weiterer 
Regelstiabl des Zylindroids, der mit der Raumkurve noch einen nicht 
in die Doppeliinie fallenden Punkt, im ganzen also zwei Punkte 
gemein haben muß, also eine Bisekante der Eaumkurve bildet. Die 
Parameter, zu denen diese Regelstrahleu gehören, sind p', ^ — und 

I . . - r, ■^' 

p'j = — Sie bestimmen sich demnach aus der quadratischen wleichung: 

(34 b) {C^Ä) + 2Bq' + {C + Ä)&'^=0. 

Die IJaumkurve hat mit dem Regelstrahl, der zu dem Para- 
meter p = ~ D/J3 gehört, einen unendlich fernen Punkt gemein, denn 
für diesen Wert von q werden nach den Grleichungen (34) die Werte 
von X und y unendlich groß. 

Wir wollen nun nachweisen, daß die Raumlturve dritter Ordnung 
immer auf einem elhptischen Zylinder enthalten ist, der die beiden 
Grenzebenen des Zylindroids berührt. Zunächst leiten wir aus den 
ersten beiden Gleichungen (34) ab: 



= 2Cc + 2c 



A(i-Q'} + ^Be 



und mit Rücksicht auf die dritte Gleichung folgt hieraus: 

{])x + Efi - 2Bb - 2Gcf = 4^^c^(l - 7^4^.) 
oder: 
(35) {Bx + Ey- 2Bs - 20cf + lA^e^ - 4:A^c\ 

und dies ist die gesuchte Gleichung des Zylinders. Macht man in 
derselben s — + c, so reduziert sie sich auf: 

Dx + Eif- 2Bs ~ 2Cc = 0, 
dies ist sonach die Ebene, in der die Berührvmgsünien des Zylinders 
mit den begrenzenden Tangentialebenen (^ = + c) des Zylindroids 
liegen, und da die Ebene, welche die Berührungslinien zweier 
parallelen Tangentialebenen eines Zylinders verbindet, immer durch 
dessen Achse hindurchgeht, so schneidet die gefundene Ebene die 
Hauptebene [e = 0) in der Achse des Zyhnders. Diese Achse ist 
somit in der Hauptebene durch die Gleichung: 

Bx + Ey — 2Ce 
gegeben. 

Auf die Form (35) läßt sich nun die Gleichung jedes ellip- 
tischen Zylinders bringen, der die beiden Grenzebenen des Zylindroids 
berührt. Jeder solche Zylinder hat~ demnach eine und damit eine 
zweite Eaumkurve dritter Ordnung mit dem Zylindroid gemein. In 
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der beistehenden Figur 21 findet man d; 
Zylindroids mit eine ~ 



eine Seimittkurve des 

dargestellt, dessen Achse 

eine Hanptachse des Zylindroids ist, 

und der die beiden Grenzebenen 

berührt. 

Legt man durch eine Rauin- 
kurve dritter Ordnung, die auf dem 
Zylindroid liegt, irgendeine Regel- 
flache zweiten Grades, so muß diese 
aus dem Zylindroid noch eine zweite 
ßaumkurve dritter Ordnung aus- 
schneiden. Die beiden Kaumkurven 
müssen die Doppellinie des Zylin- 
droids in denselben zwei Punkten 
treffen, aber die Regelstrahlen des 
ZjlindroidSj die durch diese Punkte 
gehen und Bisekanten der einen 
Raumkurvti sind, können nicht 
gleichzeitig Bisekanten der anderen 
Raumkurve sein. Es ist also jedes- 
mal der zweite Strahl des Zylin- 
droids, der durch die Punkte der 
Doppellinie geht, eine Bisekant e 
der anderen Eaumkurve, so daß die 
Gleichung (34a) für diese Kurve 
übergeht in die andere der Gleichung 
(34b) entsprechende Form: 
{C^Ä} + 2Bp + (C + A)q'= 0. 

Ist demnach die eine Rauniloirve 
durch den Ansatz (33a) für bestimmt, so ^ird die andere Raum- 
kurve gegeben durch: 





\ 


L 


/ 




j^\\A 


//X« 




^^~^ 


^^ 




V^ 


V\vK7 




'X/7 


w^y 




/ 


/ 


\ 



_(C- ^)cQ3yH3.Bo( 



[nq> + (ö + Ä)mn<p^ 



D' 


»ST + Ü- 


my 


« --1~ 


2j + J3.in 


2g. + 




0.,, + iS', 


nqj 



oder: 
(36) 

wobei D' und E' noch willkürlich bleiben. Sieht man in dem ur- 
sprünglichen Ansätze für * also nur den Zähler des Bruches als be- 
stimmt an, wührend man die Koeffizienten D, E des Nenners noch 
beliebig läßt, so erhält man ein Netz von ßaumkurven dritter Ord- 
nung auf dem Zylindroid, dessen sämthche Kurven mit einer festen 
Raumkurve dritter Ordnung auf je einer Regelfläche zweiten Grades 
liegen und die Doppellinie in denselben zwei Punkten treffen. 
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Wir wollen noch zusehen, wie sich die Kaumkur ven bei derÄb- 
bililijng des Zyliadroids daretellen, Dividieren wir zu dem Zweck die 
zweite der Gleichungen (34) durch die dritte und setzen darauf ge- 
mäß den für die Abbildung gefundenen Formehi (32): 



so erhalten wir: 

(37) (C + Ä)f+2B^l) + (C-Ä)\}'- 2f;Dj-2cEt) = 

als Gleichung der gesuchten Bildkurve. Diese ist also ein Kegel- 
schnitt, der an die eine allgemeine Bedingung gebunden ist, daß er 
durch den Mittelpunkt M (d. h. den Koordinatenursprung) in 
der Bildebene hindurchgehen muß. Zwei solche Kegelschnitte 
schneiden sich außerdem in drei Punkten, und Gleiches gilt auch 
von den entsprechenden Eaumknrven auf dem Zyhndroid. Nur wenn 
die beiden Raurakurven auf derselben Eegelfläche zweiten Grades 
liegen, haben sie außerdem ihre Schnittpunkte mit der Doppellinie, 
im ganzen also fünf Punkte gemein. Es ist auch ein allgemeiner 
Satz, daß zwei Eaumknrven dritter Ordnung, die fünf Punkte gemein 
haben, auf einer ßegelfiäche zweiten Grades liegen. Die eine ßegel- 
schar dieser Fläche besteht aus Unisekanten der einen und Bisekanten 
der anderen Raumkurve, die andere Itegelschar umgekehrt aus Bi- 
sekanten der ersten und Unisekanten der zweiten Kurve. (Vgl. 
z. B. Eeyea Geometrie der Lage, II, 4. Aufl., S. 298.) 

Wenn der Bildkegelschnitt eine Hyperbel ist, so trifft die zu- 
gehörige Eaumkurve auf dem Zyliadroid dessen Doppellinie in zwei 
reellen Punkten, sie berührt diese Doppellinie, weim die Bildkurve 
eine Parabel ist, und ist die Bildkurve eine Ellipse, so hat die 
Eaumkurve keinen reellen Punkt mit der Doppeliinie gemein. 

Es ist bei einer Besprechung des Zylindroids auch von Interesse, 
seine Projektion aus irgendeinem Punkte des Raumes auf eine Ebene, 
wofür wir am einfachsten die Hauptebene nehmen, zu betrachten, 
nämlich nach der Kurve zu fragen, die von den Projektionen der 
Regelstrahlen in dieser Ebene umhüllt wird. So finden wir die all- 
gemeine perspektivische Darstellung des ZyUndroids. 

Ein Eegelstrahl des Zylindroids ist durch zwei Gleichungen: 

QX-ij^O, (H- p> ~ 2cp = 

gegeben, eine beliebige Ebene, die durch ihn hindurchgeht, hat also 
die Gleichung: 

1(1 a: -!/}- ^{(1 + 4.^)3 - 2ci.] - 0, 

und soll diese Ebene einen bestimmten Punkt P^ mit den Koordi- 
naten x^, !/g, «n enthalten, so muß in der Ebenengleichung: 



y Google 



DieiKeliiites Kapitel, Das Zylindroid. 



1^=7-, 



werden. Bringen wir die Ebene zum Schnitt mit der Hauptebene, 
so haben wir in ihrer Gleichung 5 = zu machen und finden dem- 
nach mit Einsetzung des Wertes von fi: 

(38) {(1 + Q')g„ - 2c9]{qx - y) + 'AcqIqx^ - i/„) = 0. 
Identifizieren wir diese Gleichung mit der allgemeinen Gleichungs- 
form einer geraden Linie: 

(38a) ^x + ^y-{) = 0, 

so haben wir: 

,oQN I _ (i4VK_~2ce ^ _ {i + e5A^Sc_e 

und hieraus: 

"r ~ scp ' ), ~ ^■ 

Eliminieren wir aus diesen beiden Gleichungen p, so finden wir: 

(40) 2cU(^,i + %V) - W(i'+ V') + 2chl0 = 0. 

Diese Gleichung können wir als die Tangentialgleichung der von den 
Projelrtionen der Ee gelstrahlen umhüUten Kurve ansehen. Da die 
Gleichung vom dritten Grade, ist die Kurve von der dritten 
Klasse: durch einen beliebigen Punkt der Ebene gehen an sie drei 
Tangenten. 

Die Kurve hat eine Doppeltangente, die den Werten § — 0, 
j; = entspricht. Für diese Werte verschwindet die linke Seite der 
vorstehenden Gleichung mit ihren Ableitungen nach |, ij und d. 
Wenn man aber in der Gleichung der geraden Linie (38 a) § und tj 
verschwindend klein macht, so rückt die gerade Linie in unendliche 
Entfernung. Die unendiich ferne gerade Linie ist also als Doppel- 
tangente der Kurve anzusehen, und zwei nach den unendlich fernen 
Berührungspunkten hinlaufende gerade Linien müssen Koordinaten 
haben, die der Gleichung: 

So(l'+i?') + 2egii-0 
genügen. Die Wurzeln |, ij dieser Gleichung fallen zusammen, 
wenn e^^ = c^ wird, sie sind reell und verschieden nur dann, wenn 
2o^<cä ist. 

Liegt der Projektionspol P^ auf der Fläche, ist also: 

(^o*+yo*)^o=2c3;oJ/(„ 
so wird die Gleichung nach Multiplikation mit x^^ + y,^ durch 
2c(Xq^ + i/f,ij) teilbar und reduziert sieh somit auf: 

(41) {^o'+%^)h - {%^ + ^0^)0= 0. 
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Dies aber ist die Taagentialgleichnng einer Parabel, welche die 
Hauptachsen berührt, da die Gleichung für i? = 0, = und für 
g == 0, Ö - erfüllt ist. 

Daraus sieht man nun sofort, daß die Projektionsebenen selbst, 
also die Ebenen der Kegelschnitte auf dem Zylindroid, die durch 
einen bestimmten Punkt der Fläche gehen, einen Kegel zweiter Ord- 
nung umhüllen. Diese Kegelschnitte werden aber bei der Abbildung 
des Zylindroids in der B Id ebene dunh die Strahlen eines Strahlen- 
hüschels dargestellt. Bezieht man dieses Strahlenbüschel projektiv 
auf das Strahlenbüschel mit dem Scheitel M, dessen Strahlen den 
Eegelstrahlen des Zylindroids entsprechen, so ist das Erzeugnis der 
beiden Strahlenbüschel ein Kegelschnitt, der durch M geht und 
folglich das Bild einer Raumkiuve dritter Ordnung auf dem Zylindroid 
ist. So erkennt man, daß, wenn man das (einen Kegel umhüllende) 
Ebenenbüschel zweiter Ordnung, durch welches die Regelstrahlen des 
Zylindroids aus einem Punkte der Fläche projiziert werden, auf diese 
Regelstrahlen, d, h. auf das EbenenbüscLel, das sie aus der Doppel- 
linie projiziert, projektiv bezieht, die Re gelstrahlen von ihren ent- 
sprechenden Ebenen in den Punkten einer Raumkurve dritter Ord- 
nung, die auf dem Zylindroid liegt, geschnitten werden. 

Wir kehren nach dieser Abschweifung zu der gefundenen 
Projektionskurve dritter Klasse (40) zurück. Wir wollen zeigen, daß 
sie drei Spitzen hat und die drei Eückkebrtangenten sich in einem 
Punkte schneiden. Nach dem, was wir oben gefunden haben, gehen 
durch den Projektionspol di-ei Schmiegungsparaboloide des Zylindroids 
hindurch und damit drei Strahlen, welche je drei unendlich benach- 
barte Regelstrahlen des Zylindroids treffen. Jeder dieser Strahlen 
sehneidet die Hauptebene in einer Spitze der Projektionskurve, und 
die Rückkehrtangente in dieser Spitze ist die Projektion des Regel- 
strabis, in welchem die dreipunktige Berührung des Projekt! onsstrabls 
mit dem Zylindroid stattfindet und eines der durch Pp gehenden 
Schmiegungsparaboloide sich dem Zyhndroid anschmiegt. Diese drei 
„Schmiegungsstrahlen" liegen aber wieder auf einem Paraboloide, das 
durch P(| geht, und werden son 1 n n m Strahle, der durch i*„ 
geht, getroffen. Dieser Projekt n t ahl t fft die Hauptebene in 
dem gemeinsamen Schnittpunkte d 1 P kkebrtangenten, welche 
die Projektionen der drei Schmi n t ahl n sind. 

Wir wollen noch den Fall 1 s nd s erwähnen, wo der 
Projektionspol in unendliche Eutt n n„ kt, die Zentralprojektion 
also zu einer Parallelprojektion wird. Dann sind in der Tangential- 
gleicbung der Projektionskurve (40) den Koordinaten x^, y^, ^o un- 
endlich große Werte beizulegen. Dividieren wir vorher die Gleichung 
durch äy und setzen die im allgemeinen endlich bleibenden Ver- 
hältnisse: 
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-Y = h> 



so erhalten wir, da, Sclij/i^o versehwindet, jetzt die Kur v engl eichuBg: 

(42) 24^ fe^ + 9oi?) - (a^ + n')^ = 0- 

Für Jd = oder tj,, = wird dies die Gleichung einer dreispitzigeu 
Hypozykloide. Projiziert man also das Zylindroid auf die 
Hauptebeue durch eine Parallelprojektion, welche die 
Doppellinie auf eine der Hauptachsen des Zylindroids 
projiziert, so erscheinen die Regelstrahlen der Fläche als 
die Tangenten einer dreispitzigen (Steinerschen) Hypo- 
zykloide.^) Die beistehende Figur zeigt eine solche Projektion, 




i in der Gleichung des Zylindroids: 



die folgenden Ausdrücke ein: 

1) Vgl. Roberts, Educational Times Vol. 46 (1887) p. 33. 
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^ -' x'+y^ x^+y^ a;»+!/' 

durch die eine wechselweise eindeutige Transformation des Uaumes 
gegeben ist, so wird: 

(44) 2cZ=-XY. 

Dnreh diese Gleichung wird ein hyperbolisches Paraboloid dargestellt, 
. in das sonach durch die ausgeführte Transformation das Zjlindroid 
übei^efiihrt wird. Dieses Paraboloid steht aber zu dem Zylindroid 
noch in besonderen geometrischen Beziehungen, die wir jetzt zu ent- 
wickeln haben. 

Wir geben von der Gleichung einer Ebene 6 aus, die durch 
einen Regelstrahl des ZyÜndroids gebt und mitbin eine Tangential- 
ebene der Fläche bildet. Diese Gfleichung fanden wir in der Form: 

(45) Q3:-P- li{(l + >?')B - 2cpj = 0. 

Die Gleichung einer Ebene e' durch den konjugierten Regelstrahl er- 
balten wir, indem wir p mit — p vertauschen, in der Form; 

ex + y-v{(l+ $')s + 2cp) = 0. 
Eine Ebene i;, welche durch die Schnittlinie dieser beiden Ebenen 
geht, hat also eine Gleichung von folgender Gestalt: 

Q(l+X)x + (l~X)y- iiil -f i') (1 + q')b + 2e{(il -v)q = 0. 

Wir wollen noch die Ebene rf hinzufügen, welche von 7} durch die 
Ebenen e und e' harmonisch getrennt wird. Diese Ebene hat die 
Gleichung: 

p(l - X)x + (1 + l)y + {{lX - v){l + q')b - 2^(^i + v)& = 0. 

Sollen nun die Ebenen i} und rj' aufeinander senkrecht sein, so er- 
halten wir hierfür die Bedingung: 

?(!+ A) . p(i- A) + (1- 1){\ ^-X)-{ill + v)■ {{ii - v){\ + pY= 

oder: 

(46) l-l>-(,.'i'-»')(l +(,■). 

Identifizieren wir die Gleichung der Ebene t]' mit der Ebeiien- 
gleichung: 



wird: 


Ux + 7,1 + Ws 


--=^H^- 


2cr~ -'-+-'■-, 


d ii«ims: 




ic'UY- 


^'="V.-'. ilcW 
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Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind aber nach (46) einander 
gleich und so ergibt sich: 

(47) p-F=-^Tr. 

Die Ebene vf mit den Koordinaten JJ, V, W hat nun folgende geo- 
metrische Bedeutung: sie halbiert den Winkel zwischen den Ebenen 
e und e', die durch zwei konjugierte Regelstrahlen des Zylindroids 
gehen. Eine solche Ebene nennen wir eine Mittelehene der beiden 
Regelstrahlen. Dann zeigt die Gleichung (47), da sie q nicht mehr 
enthält: Die Mittelebenen eines Paares konjugierter ßegel- 
etrahlensind Mittelebenen aller Paare konjugierter Regel- 
strahlen auf dem Zylindroid und umhüllen ein Paraboloid. 
Wir werden sehen, daß dieses Paraboloid mit dem bereita gefundenen 
identisch ist und wollen es mit Jolles das Fokalparaboloid des 
Zylindroids nennen.') 

Wir wollen noch zeigen, daß irgend zwei zueinander senkrechte 
Ebenen, die sich in einem ßegelstrahle des Zylindroids schneiden, 
bezüglich des ParaboJoids konjugiert sind. Nehmen wir an, es sei: 

(48) Üx+Vp+Ws = l 

die Gleichung einer Ebene, die durch einen Regelstrahl des Zylin- 
droids geht, so haben wir nach (45) zu setzen: 

(49) 2cf/ = - -. 2cF= — , 2cir= -+-^-- 

Für eine zweite Ebene, welche durcli denselben Regelstrahl geht und 
die Koordinaten ü', V, W hat, wird entsprechend: 

(50) 2cÜ'---^> 2cV'^~' 2cTF'^^±^- 
Sollen die beiden Ebenen zueinander rechtwinklig sein, so muß: 

üü'+Vr'-hWW' = 
sein, d. h.: 

_ -A. = 1 + pl 

Führt man iu diese Gleichung, nachdem man sie mit -- multipliziert 
hat, auf eine andere Art wieder die vorstehenden Werte der Ebenen- 
koordinaten ein, so kann man sie schreiben: 

(51) ür'+ vv'= 'l--{w+ w'). 

In dieser Form sagt sie aber aus, daß die beiden Ebenen bezüglich 
des Fokalparaboloids (47) konjugiert sind, w. z. b. w. Hat eine 

1) Jolles, Math. Ann. Bd. 63 (1307) p. 337, 
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gerade Linie die Eigenschaft, daß irgend zwei durch sie hindureh- 
gelegte, zueinander senkrechte Ebenen bezüglich einer bestimmten 
Fläche zweiter Ordnung konjugiert sind, so nennt man sie eine 
Fokahiehse dieser Fläche. Wir können also sagen; Alle Eegel- 
strahlen des Zylindroids sind Fokalaehsen seines Fokal- 
paraboloids. 

Gibt man der Gleichung (51) die Form: 

VX+ Kr+ T72= 1, 
so hat man zu setzen: 

(52) 2-2c-j;. J-2c^f,, Z--^, 

woraus folgt; 
(52.) n'--ll. F' = -iJ, TF' = -i. 

So findet man aus den Koordinaten ü', V, W einer Ebene die 
Koordinaten X, Y, Z ihres Pols. Diesem Pol ist jeder Punkt kon- 
jugiert, dessen Koordinaten 'X.\ T', Z' der Gleichung: 

C7'X'-|-rr+Tr'2'=l 
oder: 

x'r+r'X = -2c(z+2') 

genügen. Die Gleichung der Fläche, bezüglich deren diese Punkte 
konjugiert sind (und das ist dieselbe Fläche, bezüglich deren die 
Ebenen konjugiert sind, d. h. das Fokalparaboloid), muß aber lauten: 

XY = — 2cZ, 
und dies ist in der Tat die früher schon gefundene Gleichung (44), 
so daß die Identität dieser Flächen nachgewiesen ist. 

Wir suchen von den Ebenen, deren Koordinaten durch die 
Gleichungen (49) und (50) gegeben sind, die Pole bezüglich des 
Fokalparaboloids. Diese Pole haben dann nach (52) die Koordinaten; 

X=-^--, r=_-^^.i, i?=_-!^, 
1 + 0= (t 1 + 0= (1 i + e 



A. X.' -' i + e'' 

das heißt aber, die beiden Punkte liegen auf dem liegelstrahle des 
Zylindroids, der zu dem die Schnittliaie der beiden Ebenen bildenden 
Strahl konjugiert ist, und so schließen wir; Konjugierte Hegei- 
strahlen des Zylindroids sind reziproke Polaren bezüglich 
des Fokalparaboloids, 
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Wir wollen weiter nachweisen, daß das Fokalparaboloid der Ort 
aller Punkte ist, die von zwei konjugierten Regeis trahlen des Zjiin- 
droida gleich weit entfernt sind. Wenn wir mit X, Y, Z die Ko- 
ordinaten eines solchen Punktes bezeichnen und uns die beiden kon- 
jugierten Begelstrahlen durch die Gleichungen bestimmt denken: 

singifl; — CQSifiy = 0, s = csin2(p 

sinya;'4- GQscpy'= 0, ä'^ — csin^qo ^ — z, 

dann wird die Gleichheit der Abstände des Punktes von diesen beiden 

Begelstrahlen ausgedrückt durch die Gleichung: 

(reosip - Xsm<ff+ {Z ~ zf = {Yao^ip + Xsui<ff + {Z + sf. 

Aus derselben folgt: 

Xrsin2rp = -2Z« 
oder: 

XY^-2cZ, 

d, b. die Gleichung des Fokatparaboloida. Diese Fläche wird sonach 
erfüllt von den Rotationsachsen der Itotationsflächen zweiter Ord- 
nung, die durch die beiden konjugierten Eegelstrahleu des Zyündroids 
hindurchgehen, und man sieht wieder, da£ man dieselbe Flache als 
Ort dieser Achsen erhält, welches Paar konjugierter Regelstrahien 
man auch wählt. 

Eine beliebige Tangentialebene des Fokalparaboloids hat die 
Gleichung: 

Yx^Xy^- 2c(3 + Z), 

wenn X, Y, Z die Koordinaten des BerÖlirungspunktes sind. Macben 
wir in dieser Gleichung ^ = 0, ^cZ = XY, so erhalten wir die Glei- 
chung der Schnittlinie dieser Tangentialebene mit der Hauptebene in 
der Form: 

Die Koordinaten der Tangentialebene sind nach den Gleichungen (52a): 

r/'= — --- -?, 7'= — — ?, >F'= — i 
'^ 2c Z 2e Z' *^ Z 

oder: 

(53) cf'-i, r=i, w'^l^- 

Suchen wir nun die Tangentialebene des Zylindroids, welche durch 
dieselbe gerade Linie der Hauptebene geht wie die Tangentialebene 
des Fokalparaboloids, so haben wir in den Gleichungen (49); 

7/ = _ ._L_ ^ \, F = ^ - - = - 

zu setzen, also: 
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UV'+ VV'+ WW'^~ + 4^ - ^^ = 0, 

d. 1l. die beiden Tangentialebenen sind zueinander senkrecht. So 
finden wir: In jeder geraden Linie der Hauptebene wird 
eine Tangentialebene des Zylindroids Ton einer zu ihr 
Bentre eilt eil Tangentialebene des Fokal paraboloids ge- 
schnitten. 



Vierzehntes Kapitel. 

ScliraubeEiietze. 

Wir baben im zehnten Kapitel gefunden, daß sich die linearen 
Sohranbensysteme dritter Stufe oder, wie wir kürzer sagen, Schrauben- 
netze^), von gewissen Spezialfällen abgesehen, durch die drei einfachen 
Gleichungen darstellen lassen: 

(1) ii = ßp, W = /5q, \D^yi. 

Die Achsen des zugrunde gelegten Koordinatensystems wollen wir 
dann als die Hauptachsen, den Koordinatenursprung als den Mittel- 
punkt oder das Zentrtim des Schraubensystems bezeichnen und dies 
letztere selbst, wenn es sich durch Gleichungen von der angeschrie- 
benen Form darstellen läßt, als ein zentrisches Schraubennetz 
charakterisieren, p, (i, t sind die unabhängigen Koordinaten des 
Systems, durch sie wird eine Schraube innerhalb des Systems ein- 
deutig festgelegt. Sie sind den Richtungskosinus der Sehrauben- 
aehse gleich, und der Schraubenparameter wird durch sie, da 
^)^ + q' 4- r^ ^ 1 anzunehmen ist, in der folgenden einfachen Weise 



(2) Ä = «p^+^qä+rrl 

Wir beschränken nun die Untersuchung des Systems auf die 
Verteilung der zugehörigen Schraubenachsen im Räume, wobei die 
Achsen der Schrauben von gleichem Parameter jedesmal zusammen- 
zufassen sind. Diese Schrauben bilden, wie wir bereits gesehen 

1) Man vgl. ZV. diesem Kapitel Waelsch, Ber. d. "Wien. Akad., Math. KI. 
2. Abt., Bd. 95, 1887, p. 781, Joly, Tranaact. of the R. Iriab Acad. Vol. 30, 18il4, 
p. 597, Ball, Theory of Screws, Chap, XIV, XV nnd Study, Geometrie der 
Djnamen, p. 460—512. 
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haben, allemal die eine Regelachar einer Regelfläche zweiten Grades. 
Es ist sofort zu sehen, daß immer die Strahlen der zweiten Eegel- 
sehar Schraubenachsen des anderen Schraub ennetz es, welches zu dem 
vorgelegten Schraub ennetz e reziprok ist, bilden müssen. Denn ist 7s 
der Schraubenparameter, welcher den Strahlen der ersten Regelsehar 
als Achsen von Schrauben des ersten Sehraub ennetz es zukommt, 
so ist zu diesen Schrauben jede Schraube korreziprok, deren Para- 
meter gleich — h ist und deren Achse alle jene Schraub enachsen 
trifPt, wie es die Strahlen der zweiten Regelschar tnn. Die Schraube 
ist aber damit korreziprok zu allen Schrauben des vorgelegten 
Schraubennetzea und gehört demnach zu dem reziproken Netze. Wir 
wollen den Satz seiner Wichtigkeit wegen aber auch analytisch zu 
erweisen suchen. 

Seien j, t), J, 1, m, n die Koordinaten der Achse einer Sehraube 
des vorgelegten Systems, x, y, z die Koordinaten eines Punktes auf 
dieser Achse, so wirdi 

I {a - h)i + s^~y^ = 0, 

(3) - ^E + (^-/Ot)+^ä = 0, 

und daraus folgt durch Elimination von j, 5, 5 die Gleichung der 
zum Parameter k gehörenden Achsenfläche, wie wir den Ort der 
Achsen nennen wollen: 

(4) {a-t)x'+(ß-k),/+{r-hX+(^-hXß-mr-i:)-o. 

Sind nun p', q', x', It', B', tö' die Koordinaten einer Schraube 
des reziproken Netzes, so muß die Beziehung; 

111)'+ üq'+ rar'-f V"'+ '10'+ i'''''= 

gelten, wenn man für u, V, to die Werte aus (1) einsetzt, was auch 
die unabhängigen Koordinaten sind. Damit löst sich die entstehende 
Gleichung in die folgenden drei auf: 

(5) u'+«p'=0, 0'+/3ii'=0, ro'+yv'^O, 

welche als die Gleichungen des reziproken Schraubennetzes anzusehen 
sind. Wie man sieht, unterscheiden sie sich nur dadurch von den 
Gleichungen (1), daß die Konstanten k, ß, y durch ihre entgegen- 
gesetzten Werte — a, ~ ß, -~ y ersetzt sind. Leitet man nun auch 
für dieses reziproke Netz die Achsenflächen ab, so erhält man für 
sie genau die G-leichung (4), wenn man nur für den Parameter nicht 
den Wert ft, sondern den Wert — k nimmt. Die Aehsenflächen 
beider Schraubennetze stimmen also überein. Die Achsen der 
Schrauben eines Netzes bilden nun eine Kongruenz, die wir als die 
Ächsenkongrnenz des Schraubennetzea bezeichnen wollen. Zwei 
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derartige Aehaenkongruenzen nennen wir konjugiert, wenn sie zu 
reziproken Schraubennetzen gehören. Die Strahlen zweier konjugierten 
Achsenltongmenzen verteilen sich dann auf die durch die Glei- 
chung (4) gegebenen Achsenßäehen derai-t, daß jedesmal die eine 
Eegelscliar dieser Flächen zur einen, die andere Regelscbar zur 
anderen Ächsenkongruenz gehört. 

Die Fläche, die sich aus der Gleichung (4) für k — ergibt, 
wollen wir als die Nullfläche bezeichnen. Durch die NuMäehe ist 
die ganze Schar der Achsenflächen gegeben. Denn bringt man, was 
auf eine einzige Ai-t mögUch ist, ihre Gleichung auf die Form: 



ax^ -f ßy^ + ys^ + a|5y = 0, 

so hat man von den Konstanten a, ß, y in dieser Gleichung nur 
den gleichen beliebigen Betrag li abzuziehen, um zu der Gleichung (4) 
einer behebigen Achsenfiäche zu gelangen. Die NuUfläehe gewinnt 
aber, wenn man die Schrauben des einen Sehraubennefczes als die 
Träger von Schraobungen ansieht, eine besondere kinematische Be- 
deutung. Die Schraubungen, die zu den in die Nullüäche fallenden 
Sehraub enachsen gehören, reduzieren sich nämlich auf einfache 
Drehungen. Jede Sehraubung aber, deren Schraube zu dem Schrauhen- 
netz gehört, läßt sieb aus Drehungen um irgend drei der in die 
Nulifläche fallenden Achsen zusammensetzen, da diese Drehungen von- 
einander unabhängig sind und sich somit nicht aus zweien die dritte 
zusammensetzen läJJt. Faßt man mm die Verschiebung ins Auge, die 
ein Punkt auf einer der drei ausgewählten Achsen infolge irgend- 
einer der möglichen Drehungen ausführen kann, so sieht man sofort, 
daß der Punkt in einer bestimmten Ebene bleiben muß. Denn bei 
der Drehung um die Achse, die durch den Punkt selbst geht, bleibt 
er un verrückt. Bei den anderen beiden Drehungen dagegen ver- 
schiebt er sich in zwei bestimmten Riehtungen und durch beide 
Drehungen zusammen somit in der diese Richtungen verbindenden 
Ebene. Die Stellung dieser Ebene ist leicht festzulegen. Die Rich- 
tungen, in denen sich der Punkt bei den zwei Drehungen ver- 
schiebt, müssen nämlich beide normal sein zu der Linie, die durch 
den Punkt geht und die beiden anderen Drehachsen trifft, d. h. zu 
dem Strahl der zweiten Regelschar, der durch den Punkt geht, und 
die Ebene, in der sich der Punkt verschieben kann, steht somit 
senkrecht auf diesem Regelstrahl. So sieht man, daß man die durch 
das Sehraubennetz repräsentierte momentane Beschränkung der Be- 
wegungsfreiheit eines Körpers herstellen kann, indem man drei Punlite 
des Köi-pers zwingt, in bestimmten Ebenen zu bleiben. Dann findet 
man die Nullfläche des Scbraubennetzes sofort, indem man in den 
drei Punkten auf den zugehörigen Ebenen die Lote eiTichtet, diese 
drei Lote bestimmen als drei Regelstrahlen die Nullfläche, und alle 
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Punkte der Nullfläche sind dann momentan gezwungen, in Ebenen 
zu bleiben. 

Wenn wir uns nun wieder zu der Betrachtung des Sohrauben- 
netzGS an sich wenden, so ist es zunächst gut, zu bemerken, daß 
die Untersuchung der Ächsenkongruenz bereits die Zusammenfassung 
der Schraub enachsen mit gleichem Parameter in sich schließt, denn 
solche Schraub enachsen liegen immer auf einer und derselben Achsen- 
fläche. Den Wert dea Parameters selbst aber kann man auf diese 
Weise nur bis auf eine additive Konstante bestimmen. In der Tat ist 
sofort zu sehen, daß die durch die Gleichung (4) bestimmte Schar 
der Achaenflächen und damit die Achsenkongruenz ungeändert bleibt, 
wenn a, ß, y und dabei gleichzeitig 7c um dieselbe Größe vermehrt 
oder vermindert werden, so daß irgendeine andere Acheenfläche zur 
Nullfläche wird. 

Es ist also die Ächsenkongruenz dieselbe für alle Schraubennetze, 
die durch Gleichungen von folgender Form dargestellt werden: 
(6) a = (a-Q}V, ö = (^-p)q, m ^ (;■ - p)r, 

was auch der Wert von p sei. Von allen diesen Schraubennetzen 
sagen wir wieder, sie bilden eine syzygetische Schar. Aus dieser 
Schar von Netzen können wir ein beliebiges Netz auswählen, wenn 
es sieh bloß um die Untersuchung der Achsenkongruenz handelt. 
Wir nehmen: 

(') 

und setzen: 

(8) ß - p = «, ß-9 = b, r - e = c, }c-^^i, 

dann wird: 

(9) CS 4- ö + c -= 0. 

Die Gleichung (4) geht so über in die folgende: 

(10) ia-X)x'-\- (& - l)i/+{c - X)z'+ (a-;.)(ö-A)(c-;.) = 0, 
an die wir alles Weitere anknüpfen wollen. 

Wir wollen zunächst durch die allgemeine Form einer Ebenen- 
gleichung: 

homogene Ebenenkoordinaten §, ij, £, ö einführen und auch in diesen 
Ebenenkoordinaten die Gleichung der Achsenflächeu, als Flächen 
zweiter Klasse aufgefaßt, geben. Da der Punktdarstellung: 

Äx^+ mf+ 6V-1 

einer Fläche zweiten Grades die Ebeneudarsteilung; 



_<^±ß + r 
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T + ii- 



gegenübersteht, finden wir sofort die Tangentialgleielmng der 
Achsenfläche: 

(11) il^i.)(c->.W + (c~>.)(a-X)ri'+(a-X){h-X)t'+fi^--0. 

Die singulären Flächen, die unter den Ächsenflächen enthalten 
sind, erhalten wir, wenn wir X^ a, J) oder c machen. Machen wir 
z. B. 1 = a, so reduziert sich die Achsenfläche als Fläche zweiter 
Ordnung auf das durch die Gleichung: 

dargestellte Ebenenpaar, als Fläche zweiter Klasse auf das durch 
die Gleichung; 

gegebene Punktepaar. Die Ebenen gehen durch die a^-Achse, die 
Punkte liegen auf der x-Achse und haben die Abszissen: 

(12) x-± Y- ia - b)la - c). 

Die erste liegelschar der Achsenfläche artet dann aus in zwei 
Strahlenbüschel, deren Scheitel die gefundenen Punkte sind und die 
in den gefundenen Ebenen liegen. Jedem der gefundenen Punkte, 
die wir als Scheitelpunkte bezeicbnenj wird so eine der gefundenen 
Ebenen zugeordnet. Zu dieser Zuordnung gelangt man wie folgt. 
Nach den Gleichungen (3), iu denen man jetzt a, b, c statt a, ß, y 
und X statt li schreiben muß, wird ein Strahl der Aehsenkongruenz 
gegeben durch: 

I {a-X)l = iy-\)z, 

(13) (ö-A)t) = E.-i^, 
( (c - X)% = ViX-%y. 

Für 1 = ff folgt hieraus zunächst allgemein : 

^■.l^y.s, («-6)^^+(a-c)ä==0 
und ferner, daß man insbesondere den drei Gleichungen genügt, wenn 
man 

j-O, .--0. ä;-(»-S)^--(«-«)i 
macht. Nimmt man also: 



^+y-:-^^ 



»- + )/-(«-i)(o-c), 
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und entsprechend erhält man, wenn man in dem Ausdruck für ^ : ä 
statt des positiven den negativen Wurzelwert wählt, den entgegen- 
gesetzten Wert Ton x. 

Wir erhalten so sechs Punkte, auf jeder Hauptachse zwei, durch 
welche je ein Büschel von Kongraenzatrahlen geht, und welche somit 
singulare Punkte der Achaenkongruena sind. Diese Paukte nennen 
wir mit Study Scheitelpunkte. Von ihnen sind stets nur zwei 
reell, denn wenn a > 6 > c, so wird y— (p ~ c)(b — a) reeU, aher 
y~ (a — 'b){a — c) und Y— (c — a) (c — 6) imaginär. 

Durch einen beliebigen Punkt gehen, wie wir schon früher 
fanden, drei Strahlen der Achsenkongmenz. Diese drei Strahlen ver- 
teilen sich i. a. auf drei verschiedene Achsenflächen, so daß durch 
einen beliebigen Punkt drei Achsenfiächen gehen. In der Tat wird 
die Gleichung (10), wenn wir in ihr x, y, s als fest gegeben an- 
sehen, vom dritten Grade für i. und liefert drei Wurzeln X^, X^, X^, 
für die wir sonach die Gleichungen erhalten: 

^ (« - X,)x'+ (b -^ X,)f+ {c - X,y^ 

+ (a-Ai)(&-Xi)(c-l,)^0, 
{a - X^)x^+ (J>-i.;)f+ (c - X^)0' 

+ {a-X,Xi~X,)ic-X,)=^0, 
(a - X,)x' + (b - X,)f + (c - l,y 
^ + {a - X,){h - X,)(c - X,) ^ 0. 

Ferner muß, weil in der tiieich.ung dritten Grades für X der Koeffizient 
von A^= a + b + c = wird: 

(15) X^ + X^+X^=0 
sein, woraus auch: 

X^\X, - A3) + X~,Kh - ^-i) + ^s' C^i - A,) = 
folgt. Multipliziert man nun die Gleichungen (14) der Reihe nach 
mit Xj — A3, Ag — A,, Ai — A^ und addiert, so ergibt sich iden- 
tisch Null. Die drei Gfleichungen (14) sind also linear abhängig, und 
die durch sie dargestellten Achsenflächen gehören einem Büschel an, 
sie durchschneiden sich aUe drei in derselben Raunikurve vierter Ord- 
nung. Multiplizieren wir aber die Gleichungen (14) mit Aj^ — A^^, 
Xg^— Xj^, X^^ — Aj^ und addieren, so ergibt sich: 

(16) a^2^yS^^ä_C_0, 

wenn wir: 

(17) C-= AjA^-l- AjA^-f- X^X^ — ic — ca — ah 

setzen. Denken wir uns nämlich für den Augenblick die Gleichung 
dritten Grades für A in der Form gesehrieben: 



(14) 
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P- MX- Ä^=0, 

so muß hierin M= — (^^^5+ ^3^1+ ^i^s) ^^^'^- D^im aber werdea 
die Gleidmngen (14): 

Multiplizieren wir diese Gleichungen mit X^^ — A^^, X^^ — X^^, ).^ — X^ 
und addieren sie, so ergibt sich mit Rücksicht auf den vorstehenden 
Wert von M sofort: 

— \x„x->rhk^Kk]{Ki?^^'h')+hW~K')+hQ-i~K% 

und wenn man diese Identität beachtet, folgt mit Leichtigkeit die 
Gleichung (16). 

Diese Gleichung zeigt aber, daß die gemeinsame Schnittkurve der 
drei Achsenflächen (14) auf einer Kugel liegt, die um den Mittel- 
punkt des Schrauben Systems (d, h. den Koordinatenursprung) mit dem 
Radius ")/C beschrieben ist. Die drei Achsenflächen, die durch 
einen Punkt gehen, haben somit alle Punkte eines sphä- 
rischen Kegelschnittes gemeinsam. 

Wenn in der Gleichung dritten Grades für X zwei Wurzeln zu- 
sammenfallen, etwa X,_,= X^ wird, so folgt aus der Gleichung (15), daß: 
(18) ;i,-f 2-la = 

ist. Von den drei Achsenflächen fallen dann aber zwei zusammen, 
und die Schnittkurve der so übrigbleibenden zwei Flächen hat die 
Eigenschaft, daß für ihre Punkte zwei der drei durch sie hindurch- 
gehenden Kongruenz strahlen zusammenfallen. Die unendlich vielen 
sphärischen Kegelschnitte, für deren Punkte dies eintritt, erhalten 
wir aber nach (18), indem wir jede Achsenfläche mit der anderen 
Achseniläche schneiden, für die der Parameter X^ gleich ~ \X^ ist, 
wenn X-^ den Parameter der ersten Fläche bedeutet. Aus den beiden 
Fläch engleiehungen: 

( (a + 2X^)x'+ip^2X^~)y^-¥{c + 'iX^)B^ 

+ (« + 2A,)(& + 2X^){c + 2As) = 0, 

{a - X,)x^ +(p- X,) y'+{c- X,y 

[ +(«-y(fc-y(c-i,) = o 

leiten wir zunächst ab: 

und hieraus weiter durch Elimination von X^: 



(19) 
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{a^^+ y^ + 3- + ic + ea + ab}'' 

+ --{ax^-{- hi/^+ c^^+ abc]''= 0. 



Diese Gleichung stellt die Fläclie dar, für deren Punkte zwei der 
drei durch sie hindurchgehenden Kongruenzstrahlen zusammenfallen 
und die wir die Brennfläche der Kongruenz nennen. Sie ist, 
wie wir an ihrer Gleichung sehen, von der sechsten Ordnung. Die 
beistehende Figur Tersucht, eine Anschauung von dieser Fläche zu 




Alle drei Kongruenzsfcrahlen fallen zusammen, wenn auch noch 
Ag = X^ wird. Dann aber muß nach Gleichung (18) Ag = sein, und 
die Gleichungen (19a) werden: 

J x^+ y^ + 2^ + bc + ca + ah ^ 0, 
*■" '' I ax^+hy^^ CB^+alc^O- 

Dyntik dieae zwei CTleiLhungpn wird wieder ein splmrischer Kegel- 
schnitt dargestellt, der eme Kuspidalkurve oder Sehneide der Brenn- 
fläche bildet Von dei duich die zweite Gleichung (21) gegebenen 
Fläche wild die Brennflache längs der Kuspidallinie berührt. 

Die Scheitelpunkte auf den Hauptachsen, welche die singulären 
Punkte dei Achsenkongiuenz bilden, sind Doppelpunkte der Brenn- 
fläcbe, so daß diese auf ]eder Hauptachse zwei Doppelpunkte besitzt, 
die abei nur auf einpi Hiuptachse reell sind. Der Beweis ist zu 
führen, indem man zeigt, diß fui die gefundenen Koordinaten dieser 
Punkte die Imke Reite dei <Tleiuhung (20) mitsamt ihren DeriTierten 
nach 4 «/, 2 veisi'hwmdet 
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Wir hatten ebenfalls früher gefunden, daß in einer beliebigen 
Ebene zwei Strahlen der Aehsenkongruenz liegen. Dieselben ge- 
hören zwei verschiedenen AchsenflUchen an, und die Paramfiter dieser 
Achsenflächen sind aus der Gleichung (H) zu bestimmen, indem man 
in derselben die Bbenenkoordinaten als fest gegeben ansieht. Die 
Gleichung ist in der Tat für X vom zweitea Grade. Wenn ihre 
Diskriminante verschwindet, so fallen die beiden in der Ebene 
liegenden Kongruenz strahlen zusammen. Die Bedingung hierfür ist 
also gegeben durch die Gleichung: 

Die linke Seite dieser Gleichung ist wirklich die in Rede stehende 
Diskriminaüte, wie man sofort sieht, wenn man die Gleichung (11) 
nach Potenzen von ?. ordnet und noch die Relation a-{- b -\- c = 
beachtet. Die durch die Gleichung (22) dargestellte Fläche ist die 
Enveloppe der Achsenflächen, denn die Gleichung wird befriedigt 
durch die Koordinaten jeder Ebene, welche zwei unendlich benach- 
barte Achsenflächen berührt. Die Fläche wird dann aber auch er- 
füllt von den Schnittkurven unendlich benachbarter Achsenflächen, 
sie ist also mit der Erennfiäche identisch und (22) ist einfach die 
Taugeutialgleiehung der Brennfläche, die demnach, da die Gleichung 
vom vierten Grade, von der vierten Klasse ist. 

Suchen wir jetzt inabesondere die Kongruenz strahlen, die in 
einer Ebene durch den Mittelpunkt (d. h. den Eoordiuatenursprung) 
liegen, so haben wir in der Gleichung (11) 8 = zu machen und 
können sie dann schreiben: 



(23) ;7^ + 7;b.+ 



S' 



Sind ,lj, i,^ die Wurzeln dieser Gleichung für bestimmte Werte |, j;, ^, 
so ziehe mim die entstehenden zwei Gleichungen: 



voneinander ab und erhält dann: 

(24) („-i,)(a-y + (&-A,)(&-i;) + ic-X,)(o-l,) ^ '^■ 

Wir wollen nun die Koordinaten der Schraubenaehsen , die in der 
Ebene liegen, bestimmen. Hierzu dienen die Gleichungen (13), in 
denen wir A^, X^ für X und entsprechend Jj, l),, J^ und J^, Ijj, j^ für 
die „unabhängigen Koordinaten" der Schraubenachse zu setzen haben. 
Multiplizieren wir aber darauf die Gleichungen der Reihe nach mit 
X, y, ä und addieren, so erhalten wir einmal: 
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(a - l,)i,x +(h- X,)i),y + {c - AJ^^s = 0, 
das andere Mal: 

(« ^ ^)i^x + (?> ^ X^)i),y + (e - i.,)i,s = 0, 

und sollen diese beiden Gleichungen mit der Gleichung der Ebene 
durch den Mittelpunkt: 

^x + riy + ^e^O 
identisch sein, so ergibt sich: 

(25) J-').^ä.-.-ivi^\.v4 
und: 

(26) ^'■^'■'•. = }A-,'iZT,'A; 

Setzen wir diese Werte in die Gleichung (24) ein, so zeigt sich, daß: 

wird, das heißt aber: die beiden Sehraubenachsen sind zueinander 
senkrecht, und wir finden: Die Ebenen durch den Mittelpunkt 
enthalten zwei zueinander normale Kongruenzatrahlen. 
Umgekehrt gehen auch alle Ebenen, die zwei Bueinander normale 
Strahlen der Kongruenz enthalten, durch den Mittelpunkt. 

Wir bestimmen jetzt den Schnittpunkt dieser Kongruenzstrahlen. 
Zu dem Zwecke nehmen wir zunächst die Gleichungen vor, die aus 
der dritten Gleichung (13) hervorgehen; 

(c - i^)ä^= 9,^ - i^y, {c- 1^)1,= \)^x - I.JJ, 

und eliminieren aus ihnen y, dann folgt: 

(l)i& - ^2Ei)a^ = (c - ^i)hih ~(c~ h)kti, 
oder wenn wir für die f, t], j ihre Werte aus (25) einsetzen und re- 
duzieren: 

Es gilt aber die identiselie Bezieliung: 

(f+^^+£')(A--lO(i-A,) 

= (6 - l){c - X)e-{- (c - X)(a - X)f + (ffl - X)Q) - X)l% 

denn es sind X-^, A^ die Wurzeln der Gleichung, die durch das 

Nullsetzen der rechten Seite dieser Identität gegeben wird. Machen 

wir in der letzteren X^h, so folgt: 

Iff + l' + f )(6 - J,)(S " y -{c-V)(a- l),,' 
und, indem wir hieraus den Wert von (b — X^){p — X^) in die ge- 
fundene Gleichung für x einsetzen, ergibt sich, wenn wir gleich die 
zwei analogen Gleichungen fär y. s hinzunehmen: 
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(26) !/-(<:- 



ES 



Als Ort des Scbniitpanktes der in einer Ebene durch den Mittel- 
pnnkt gelegten Kongruenzstrablen muß sieb aber eine Fläche er- 
geben, und die vorstehenden Gleichungen bieten eine Parameter- 
darstelluDg der Pnnkte dieser Fläche. Ans der Parameter dar Stellung 
können wir die Gleichung der Fläebe leicbt ableiten. Es läßt sich 
sofort Terifizieren, daß durch die Werte (26) die folgende Gleichung 
identisch befriedigt wird: 

(91-\ ^^ ^ ^^^'^'^^ ''" ^^ ~ '*^'^^^^ + (a - Vf^^f 

^ ' +{h~ c){c - a){a - h)xys = 0. 

Dies ist also die gesuchte Gleichung der Fläche. Die letztere ist 
von der vierten Ordnung, und die Koordinatenachsen sind DoppeUinien 
von ihr, da z. B. für i/ = 0, 2 = die Funktion auf der linken Seite 
der vorstehenden Gleichung mit allen ihren ersten Derivierten ver- 
schwindet. Eine solche Fläche vierter Ordnung mit drei durch einen 
Punkt gehenden geraden Doppellinien heißt eine Steinersche Fläche. 
(Steiner selbst bezeichnete sie als römische Fläche.) Die hier vor- 
liegende Fläche nennen wir die Knotenfläche der Achsenkongruenz. 
Sie ist insofern eine besondere Steinersehe Fläche, als ihre Doppel- 
linien zueinander normal sind. 

Eine zweite solche Fläche finden wir aber, indem wir aus dem 
Mittelpunkte auf alle Strahlen der Achsenkongruenz die Lote fallen. 
Die Fußpunkte dieser Lote erfüllen eine Fläche, die wir als die 
Fußpunktfläche der Achsenkongruenz bezeichnen. Wir suchen 
zunächst wieder eine ParameterdarsteUung der Fläche, und zwar 
wählen wir zu Parametern die unabhängigen Koordinaten g, ^, j 
des Kongruenzstrahla, auf den das Lot gefällt wird. Den Fußpunkt 
dieses Lotes finden wir auch als Schnittpunkt des Kongruenzstrahls 
mit einer zu ihm senkrechten Ebene, die durch den Mittelpunkt 
geht. Da j, q, j den Richtungskosinus des Kongruenzstrahls pro- 
portional sind, erhalten wir für die Gleichung der Normalebene 
durch den Mittelpunkt sofort: 

tx + ^y + l3 = 0. 
Multiplizieren wir diese Gleichung mit j und setzen dann aus den 
zwei letzten der Gleichungen (13) ein: 

is = ix->r(}>-l)\), yj/ = ^a: - (c - i)j, 
so erhalten wir: 
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imd nehmen wir den hieraus folgenden Wert von x sogleich zusammen 
mit den entsprechenden Werten fü.r y und s, so finden wir die ge- 
suchte Parameter dar Stellung: 

Sie unterscheidet sieh voe der früher gefundenen Darstellung der 
Knotenfläche nur durch die Bezeichnung und Bedeutung der Para- 
meter und durch die Vorzeichen der Ausdrücke für x, y, z. Wir 
finden also aus dieser Parameterdarstellung genau wie vorhin die 
Gleichung der Fläche: 

{W\ ^ ^ '^^*^'^' ■•■ ^'^ ~ "-''^'^' + (a - Vfx^y^ 

^^^ - (ö - c){c - a){a - b)xy^ = 0. 

Es ist eine Fläche von ganz derselben Art wie die Knotenfläche, 
und was wir jetzt für die letztere entwickeln, läßt sich sofort auch 
auf die ffußpunktfläche übertragen, indem man nur a, i, c mit — a, 
— h, — c vertauscht. 

Wir setzen der Kürze wegen: 

(30) b — c^a', c~a^h', a-l^c', 

so daß auch: 

(30a) a'+b'+c'==0 

wird; dann schreibt sich die Gleichung (27) der KnotenfJäohe ein- 
facher: 

(27a) a'^y^s^+ b'^ß^x^+ c'^x^y^ + a'Vc'xyz = 0. 

Dieser Gleichung können wir nun die Form geben: 

. Wiy^ + Vv^x 4- c'ixy)(a'^ + h'f + c'^) 

~{Rx+Hy + Z£s-Q)xyB = 0. 

In der Tat wird die linke Seite der letzten Gleichung mit der der 
vorigen identisch, wenn wir machen: 



(32)H-i'»'Ö_l 


-, H-c'a''-^f 


Ist nun: 




(33) 


Ix + H'g + Zs 
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ao zerfällt die Gleichuiig (31) in die Kwei quadratischen Gleichungen: 

(34) a'ly^ + h'rjsx + c'^xy^O, a'^ + h'— + c'^- ^0. 

Die durch die Gleichung (33) dargestellte Ebene r sehneidet sonach 
die Kuotenfläche in zwei Kegelschnitten, nämhch den Kurven, welche 
die beiden durch die Gleichungen (34) dargestellten Kegel aus der 
Ebene ausschneiden. Die Ebene muß darum eine Tangentialebene 
der Knotenfläehe sein. Die beiden Kegel durchschneiden sich näm- 
lich in den Koordinatenachsen und außerdem noch in einer vierten 
durch den Mittelpunkt gehenden Linie, die Kegelschnitte schneiden 
sich demnach auf den drei Achsen und außerdem in einem vierten 
Punkte. Da die Koordinatenachsen Doppellinien der Fläche sind, 
hat die Schnittkurve mit der Ebene t nur einen Doppelpunkt mehr 
als die Sehnittkurve mit einer beliebigen Ebene. Die Ebene t ist 
also als eine einfache Tangentialebene der Fläche und der vierte 
Schnittpunkt der beiden Kegelschnitte als ihr Berührungspunkt an- 
zusehen. 

Es kann aber auch der Fall eintreten, daß die beiden Kegel- 
schnitte zusammenfallen, und dann berührt die Ebene die Knoten- 
fläche längs eines ganzen Kegelschnittes. In diesem Falle müssen 
auch die beiden Kegel (34) identisch sein, und man sieht sofort, daß 
sie dies sind, wenn: 

wird, ■womit vier verschiedene solche singulare Tangentialebenen ge- 
geben werden. Man kann nämlich die vier verschiedenen möglichen 
Fälle unterscheiden: 

1) g = i; = g, 2) ~ I = 9J = e, 3) i = - 7, ^ £, 4) I = ^ = ~ e, 
und berechnet man diesen vier Möglichkeiten entsprechend aus (32) 
die Koordinaten der Ebenen, so sieht man sofort, daß ihre Glei- 
chungen werden: 



(35) 



, ^2' 



+ 7T=1. 



r = l- 



Dies sind sonach die Gleichungen der singulären Tangentialebenen, 
welche die Knotenfläche längs Kegel sehnitten berühren, und die 
Kegelschnitte selbst werden durch die Kegel ausgeschnitten, deren 
Gleichung von folgender Form ist: 

(36) ± a'ijs±J)'sx±c'xp = 0. 
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Wenn wir allgemein statt der homogenen Ebeuenkoordinaten 
nicht homogene einführen durch die Gleichungen: 



(37) 






^' e' 


" ü' 


dann folgt 


aus 


(32): 






(38) 






„ S' + i" 



— iliTi"' ^ 



und aus dieser Parameterdarstellung für die Tangentialebenen der 
Knotenflilche ist leicht die Tangentialgleichung der letzteren abzuleiten: 

(39) a'^u'^+b'V-i-c'^w^-' a'h'c'uvw = 4, 

aus der man sieht, daß die Fläche TOn der dritten Klasse ist. 

Wir nehmen nun zu der Achsenkongruenz die konjugierte 
Achsenk ongruenz, die zu dem reziproken Schrauhennetz gehört, 
hinzu. Es seien j', t\', j' die unabhängigen Koordinaten irgendeines 
Strahles dieser Kongruenz, so sind die übrigen drei Koordinaten Ton 
der Form: 

(40) i'=--{a + X')i', m'=~(& + A')9'' n'=-(e + ;i')ä'. 
Diese Formehi sind zusammenzuhalten mit den Formeln, welche zu 
den unabhängigen Koordinaten g, l), ; eines Strahles der ersten Kon- 
gruenz dessen letzte Koordinaten I, m, n zu finden lehren: 

(41) l^(a-X)j, m = (b-i.))), n = (c-i)ä. 

Wenn nun ein StraU der ersten Kongruenz einen Strahl der zweiten 
Kongruenz schneidet, so muß die Beziehung bestehen: 

(42«) Vi + m'lj + n'ä + fi + t)'nt + a'n - 0. 

Führt man hierin die Werte (40) und (41) ein, so entsteht: 

(a + A')s'e + (b + l')i)'l) + (c + A')ä'ä 

- (ff - X)xjx: ~(J)- i)i)'i) - (c - Di'i = 

oder: 

(42) (A' + i)(E'E + q'l) + ä'ä) = 0. 
Diese Gleichung ist erstens erfüllt, wenn: 

(42a) X'=-X, 

die Parameter der beiden Achsen einander also entgegengesetzt gleich 
sind.' Dann liegen sie, wie wir schon wissen, auf einer und derselben 
Achsenfläehe. Ein bestimmter Strahl der zweiten Kongruenz wird 
in der Tat von allen zur ersten Regelsehar gehörenden Regelstrahlen der 
Achsenfläehe getroffen, zu deren zweiter Regelsehar er selbst gehört. 
Zweitens ist die Gleichung erfüllt, wenn: 

(42b) E'E + t)'t) + ä'ä = 0. 
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Diese Gleicliung bedeutet aber, daß die beiden sich selmeideiiden 
StraHen der zwei Kongruenzen zueinander rechtwinklig sind. Ein 
beliebiger Strahl der zweiten Kongruenz wird also von unendlich 
vielen Strahlen der ersten Kongruenz unter rechten Winkeln ge- 
trofPen. Es ist sofort zu sehen, daß diese Strahlen ein Zylindroid 
erfüllen. Denn führen wir in die Gleichung (42b) statt der Koordi- 
naten E, t|, ä <iör Achse die Koordinaten ^j, q, r der zugehörigen 
Schraube ein, so erhalten wir eine Gleichung: 

die mit den drei Gleichungen des Schraubennetzes zusammen eine 
Schraubenreihe festlegt, und die Achsen der Schrauben dieser 
Schraubenreilie müssen ein Zylindroid erfüllen. Die Haupt ebene 
dieses Zylindroids muß, da sie zwei zueinander senkrechte Strahlen 
der Achsenkongruenz enthalt, durch deren Mittelpunkt hindurchgehen. 
Der Strahl der zweiten Kongruenz, den alle auf dem Zylindroid 
liegenden Strahlen dei er=(ten Kongruenz treffen, ist dessen Doppellinie 
und steht auf der Hauptebene des Zylindroids in dem Schnitt- 
punkte seiner Hauptachsen senkrecht. Wenn man sonach auf 
einer Ebene durch den Mittelpunkt in dem Schnittpunkte 
der zur ersten Kongruenz gehörenden und zueinander senk- 
rechten Strahlen, die in der Ebene liegen, das Lot er- 
richtet, so bildet dieses einen Strahl der zweiten Kon- 
gruenz. 

Man kann nun auch umgekehrt schließen: wenn die Richtung 
eines Strahles der ersten Kongruenz normal zu der Richtung eines 
Strahles der zweiten Kongruenz ist, so schneiden sich die beiden 
Strahlen. Denn aus der dann geltenden Beziehung (42b) folgt rück- 
wärts die Gleichung (42"). Zu irgend zwei Strahlen der ersten Kon- 
gruenz ist aber ein Strahl der zweiten Kongruenz senkrecht. Denn 
sind jj, ^1, ii und E^, ^g, J^ die unabhängigen Koordinaten jeuer 
beiden Strahlen, so wird den Gleichungen: 

welche die Koordinaten j', t)', j' des Strahles der zweiten Kongruenz 
zu erfüllen haben, genügt, indem man: 

e' : 9' : i' = nih - äi^a : hh ~ lih ■ Ei 9s - ^ih 
annimmt. So ergibt sieh: Die gemeinsame Normale zweier 
Strahlen der ersten Kongruenz gehört zur konjugierten 
AchsenkongTuenz, Greift man insbesondere aus der ersten Kon- 
gruenz die Achsen heraus, denen ein bestimmter Parameter zukommt, 
so sieht man: Die gemeinsamen Normalen je zweier Regel- 
strahlen der zur ersten Achsenkongruenz gehörenden 
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Regelschar einer Achsenfläche bilden die konjugierte 
Achsenkongrueuz. 

Die zwei Regelstrahlen der Achsenfläche bilden jedesmal zwei 
konjugierte Strahlen des durch sie bestimmten Zylindroids. Rücken 
sie einander unendlich nahe, so müssen sie demnach in eine Haupt- 
achse dieses Zylindroids übergehen. Ihre gemeinsame Normale, die 
einen Strahl der zweiten Kongruenz bildet, wollen wir dann als eine 
Striktionstangente der Achsenfläche bezeichnen und ihren Be- 
rührungspunkt als den Striktionspunkt des betreffenden Regel- 
strahls. Derselbe bildet den Mittelpunkt des zugehörigen Zylindroids, 
und dessen zweite Hauptachse wird gefunden als die durch den 
Striktionspunkt gehende Linie, die auf dem Regelstrahl (als der ersten 
Hauptachse) und auf der Striktionstangente (als der Doppellinie des 
Zylindroids) senkrecht steht. Gleichzeitig geht die Ebene, welche 
beide Hauptachsen verbindet, durch den Mittelpunkt, hat also eine 
Gleichung von der Form: 

Ix-Vw + iz^ 0. 
Da sie aber einen Begelstrahl der Achsenfläche enthält, ist sie eine 
Tangentialebene derselben, und zwar als Ebene durch den Mittel- 
punkt eine Tangentialebene mit unendlich fernem Berührungspunkt, 
d. h. eine Asymptotenebene. Die Gleichung, der sie genügt, erhält 
man sofort aus (11), wenn man darin Ö = macht. Man kann sie 
schreiben: 

a-l.^ b-X^ c-X 
Der Striktionspunkt ist als Schnittpunkt zweier senkrechter Kon- 
gruenzstrahlen, nämlich der beiden Hauptachsen des Zylindroids, ein 
Punkt der Knotenfläche, seine Koordinaten sind also von der Form (26). 
Nun läßt sich der vorstehenden Gleichung genügen durch einen Ansatz 
von folgender Gestalt: 

l:7i:^^{A„ + Ä,a+ A^e^) : (h\ + B^Q -\- B^g^) ; (Co+ Cjff + C^6% 
in dem einen variablen Parameter bezeichnet. Setzt man diese 
Ausdriicte aber in die Gleichungen (26) ein, so erhält man die 
Koordinaten des Striktionspunktes als gebrochene Funktionen vierten 
Grades des Parameters ff, und zwar stimmen diese Funktionen im 
Nenner überein. Die sämtlichen Striktionspunkte, die man für die 
verschiedenen Kegelstrahlen der ersten Regelschar auf der Achseu- 
fiäche erhält, liegen also auf einer rationalen Raumhurve 4. Ordnung, 
der Striktionskurve, die gleichzeitig der Knotenfläche angehört. 

Fassen wir einen beliebigen Punkt S auf einem Strahle s^ der 
zweiten Ächsenkongriienz ins Auge, so gehen durch ihn zwei 
Strahlen S^, S^ der ersten Kongruenz, die dem durch den Strahl s^ 
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bestimmten Zylindroid angehören und zu diesem Strahle als der 
Doppellinie des Zylindroids rechtwinklig sind. Außerdem muß aber 
durch den Paukt S noch ein dritter Strahl s^ der ersten Achsen- 
kongruenz gehen, und da auch die zweite Achsenkon gruena von der 
dritten Ordnung ist, müssen von dieser noch zwei Strahlen, Sg' und sj, 
den Punkt S enthalten. Diese beiden Strahlen müssen ebenfalls jeder 
auf zwei der Strahlen s^, s^, % senkrecht stehen, und umgekehrt steht 
auch jeder der Strahlen Sj, s^, s^ senkrecht auf zwei der Strahlen 
s/, Sj', Sg'. Dies können wir so ausdrücken, daß wir sagen: die 
durch einen Punkt S gehenden Strahlen der beiden Achseu- 
kougruenzen bilden zwei polare Trieder. 

"Sind Aj, Aj, ^3 die Parameter, die zu s^, s^, s^ gehören, und 
Ij, k^', ig' die Parameter von s^', %', s^', dann müssen die Parameter, 
die zu den nicht aufeinander senkrechten Strahlen beider Kongruenzen 
gehören, einander entgegengesetzt gleich sein. Wir können also an- 
nehmen, es sei: 

(43) ;i,'=-A,, V=-^aj h'= — ^s, 

woraus, da X^ + ?., -}- A^ = ist, auch; 

(43 a) A/ = A^ + ly , l^' = is 4- Aj , A^' = >n + ^2 

foJgt, Die Strahlen s^, Sg, zu denen Ag und Ag gehören, sind aber 
Eegelstrahlen des Zylindroids, dessen Doppellinie der Strahl s/ mit 
dem Parameter A.^' ist. Die Summe der Parameter irgend zweier 
zur ersten Äehsenkongnienz gehörenden Strahlen eines Zylindroids, 
die durch denselben Punkt von dessen Doppellinie gehen, also auch 
die doppelten Parameter von den Grenzstrahlen des Zylindroids, sind 
demnach gleich dem Parameter, der der Doppellinie als einem Strahl 
der zweiten Achsenkongruenz zukommt. 

Wir wollen nun das Zylindroid festzulegen suchen durch die 
unabhängigen Koordinaten g', t)', j' des seine Doppellinie bildenden 
Strahles der konjugierten Achsenkougruenz, Zu dem Zweck denken 
wir uns auf die Strahlen des Zylindroids aus dem Mittelpunkte die 
Lote gefällt. Die Fußpunkte dieser Lote liegen dann (vgl. S. 188) auf 
einem Kegelschnitte, anderseits müssen sie auf der Pußpunktfläche 
enthalten sein. Der Kegelschnitt gehört also der Fußpunktüäche an, 
und seine Ebene bildet eine Tangentialebene dieser Fläche. Sind 
J, It, ä die unabhängigen Koordinaten des Strahles auf dem Zylin- 
droid, so sind die Koordinaten des Lotfußpunktes durch die Glei- 
chungen (28) gegeben, aus diesen Gleichungen folgt aber, wie man 
leicht sieht, die Proportion; 

(& - c)ii0 : (c - «)« : (« - b)x^j = E : q ; J. 

Nun sind j, t], j an die Gleichung (4äb): 
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gebunden. Es ergibt sieb also die Gleiebung: 

(44) (ö — c)^'ys + (c — aj))'zx + (a — h)i'xy = 

für den Kegel, der den Kegelsobnitt aus dem Mittelpunkt projiziert. 
Identifiziert man diese Gfleichung mit der ersten Gleichung (34), so 
hat man: 

zn setzen. Dann aber folgt für die Gleichung der Ebene die Eorm (33), 
wenn man darin für die Koeffizienten die Werte (32) nimmt, nur 
mit dem Unterschied, daß man jetzt für a', b', c' : 

^(i-«), -(t-a), -{»-*) 
ZU setzen hat. Damit wird die Ebeneogleichung die folgende: 

Durch die Gleichungen (44) und (45) ist der Kegelschnitt fest- 
gelegt, wenn man die unabl^ngigen Koordinaten j', ))', j' des Strahles 
der zweiten Achsenkongruenz, zu dem das Zylindroid gehört und 
der seine Doppellinie bildet, als gegeben ansieht. Fällt man von 
den Punkten des Kegelschnittes die Lote auf diese Doppeliinie, so 
erfüllen dieselben das Zylindroid. 

Wir wollen auch auf die Strahlen der ersten Achsenkongruenz, 
die auf einer Achsenääche enthalten sind, die Lote fällen und die 
Ton den Fußpunkten dieser Lote erfüllte Kurve, die wir kurz als 
die Fußpunktkurve dieser Regelschar der Ächsenfläehe bezeichnen, 
zu bestimmen suchen. Die unabhängigen Koordinaten 5, t), j der 
Strahlen, die zu dem Parameter X gehören und mithin auf der diesem 
Parameter werte entsprechenden Achsenfläche liegen, genügen der un- 
mittelbar aus (13) hervorgehenden Gleichung: 

(46) (a ~ X)f + (b - i.)t)'< + (c - l)f = 0, 

Die Koordinaten x, y, s des Lotfußpunktea als eines Punktes der 
Fußpunktfläche sind dann durch die Formeln (28) bestimmt. Der 
Gleichung (46) wird aber wieder durch einen Ansatz von folgender 
Form genügt: 

E : t) : ä = (STo + 91,0 + ST^e^) : (S« + 58,6 + ^^g") : (S, + 6,0 + 1^,0'). 

Trägt man diese Werte in (28) ein, so sind die Koordinaten x, y, e 
als Funktionen des einzigen Parameters dargestellt, und zwar als 
gebrochene Funktionen vierten Grades mit gemeinsamem Nenner. 
Die Fußpunktkurve ist also wie die Striktions kurve eine rationale 
Raumkurve vierter Ordnung. 



y Google 



Die FußpuiiktkuiTen der Aoiiaenfläcbcn. 221 

Nun beachten wir, daß die Gfleichung der Knotenfiäche imd 
die Gleichung der Fußpunktfläclie sieh untereinander vertauschen, 
wenn wir a, h, c mit — a, —h, — c vertauscheiij daß aber gleich- 
zeitig, wenn wir a, 6, c durch — a, — b, — c ersetzen, auch die erste 
Ächsenkongruenz in die konjugierte Achsenkongruene übergeht. So 
sehen wir; Die Knotenfläche der ersten Achsenkongruenz 
ist die Fußpunktfläche der konjugierten Achsenkongruenz 
und umgekehrt die Fußpunktfläche der ersten Kongruenz 
die Knotenflüche der zweiten Kongruenz. Daraus schließen 
wir weiter: Die Enotenfläche der ersten (oder zweiten) Kongruenz 
wird Ton einer beliebigen Achsenfläche in der Striktionskurve der 
zur ersten (oder zweiten) Kongruenz gehörenden ßegelschar und in 
der Fußpunktkurve der zur zweiten (oder ersten) Kongruenz ge- 
hörenden Itegelschar dieser Achsenfläche geschnitten, und die beiden 
KauHikurven vierter Ordnung bilden zusammen den vollständigen 
Schnitt der Achsenfläche mit der Knotenfläche. Die hier auftretenden 
rationalen Raumkurven pflegt man als Raumkurven vierter Ordnung 
zweiter Spezies zu bezeichnen. Sie liegen auf einer einzigen Fläche 
zweiten Grades, die immer eine R«gelfläche ist. Die Strahlen der 
einen Regelsehar dieser Fläche sehneiden die Eaumkurve in drei, die 
Strahlen der anderen Regelschar nur in einem Punkte, Dies ist auch 
hier leicht zu erkennen, wenn man bedenkt, daß jeder Regelstrahl 
der Ächsenfläche mit der Knotenfläche als einer Fläche vierter Ord- 
nung im ganzen vier Punkte gemein haben muß. 

Es sei noch bemerkt, daß die Gleichung (20) der Brennfläche 
sich nicht ändert, wenn man a, i, c mit — a, ~i, — c vertauscht. 
Zwei konjugierte Achsenkongruenzen besitzen also dieselbe 
Brennfläche. Die allgemeine Bedeutung der Brennääehe für die 
Strahlenkongruenz soll jetzt näher erörtert werden. 

Wir sahen, daß ein Strahl der zweiten Achsenkongruenz von 
unendlich vielen Strahlen der ersten Kongruenz, die ein Zylindroid 
erfüllen, unter rechtem Winkel getroffen wird. Diese Strahlen haben 
paarweise den gleichen Parameter, und zwar sind die Strahlen eines 
solchen Paares als zwei konjugierte Strahlen eines Zylindroids von 
einem festen Punkte des als Leitlinie dienenden Strahles der zweiten 
Kongruenz, nämlich dem Punkte, der den Mittelpunkt des Zylin- 
droids bildet, gleichweit entfernt. Anderseits liegen sie aber auf 
einer Achsenfläche. Es sind also die Paare von Schnittpunkten eines 
Strahles der zweiten Kongruenz mit den Achsenflächen so beschafi'en, 
daß die durch diese Punktepaare begrenzten Strecken alle denselben 
Halbierungspunkfc besitzen, den wir den Mittelpunkt M' des be- 
treffenden Kongruenz Strahls nennen. Durch jeden Punkt des letzteren 
gehen zwei auf ihm senkrechte Strahlen der anderen Kongruenz, 
Nur für zwei Punkte des Leitstrahls fallen diese zwei Strahlen un- 
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endlicli nalie zusammen. Diese Punkte nennen wir die Grenz- 
pnnkte G/, G^ des Strahles, Nach der Definition der Brennfläche 
als des Ortes der Punkte, durch die zwei unendlich benachbarte Kon- 
gruenz strahlen gehen, müssen diese Grenzpunkte auf der Brennfläche 
liegen. Auch sie müssen von dem Mittelpunkte gleich weit ent- 
fernt sein, da die Grrenzsti-ahlen eines Zylindroids zwei konjugierte 
Strahlen auf demselben bilden und die Paare unendlich benachbarter 
Strahlen, welche den angenommenen Strahl der zweiten Kon.grnenz 
in einem Grenzpunkte senkrecht treffen, als solche Grenzstrahlen eines 
Zylindroids aufzufassen sind. Jenseits der Grenzpunkte wird der 
Leitstrahl von keinem reellen Strahl der anderen Kongruenz unter 
rechtem Winkel getroffen. 

Legt man nun durch den Leitstrahl, d.h. die Doppellinie des Zylin- 
droids die Ebenenpaare, die je zwei konjugierte Be gelstrahlen des 
Zylindroids enthalten, so werden die Winkel, die diese Ebenen- 
paare bilden, alle halbiert durch zwei bestimmte Ebenen, nämlich 
die Ebenen, welche die Hauptachsen des Zylindroids enthalten und 
welche wir als die Mittelebenen des Leitstrahles bezeichnen wollen. 
Es müssen aber die Ebenenpaare, welche zwei konjugierte Strahlen 
des Zylindroids, also zwei Strahlen der ersten Kongruenz von gleichem 
Parameter enthalten, aus Tangentialebenen derselben Achsen fläche 
bestehen. Demnach werden die Winkel, welche die durch einen 
Kongruenz strahl s' an die Achsenflächen gelegten Paare von Tangential- 
ebenen bilden, alle halbiert durch die Mittelebenen des Kongruenz- 
strahles s'. Es enthält aber jede durch diesen Strahl gelegte Ebene 
noch einen Strahl der anderen Kongruenz von entgegengesetzt 
gleichem Parameter. So erhalten wir für jede durch den Strahl s' 
der zweiten Kongruenz gehende Ebene die zwei Strahlen der ersten 
Kongruenz, die darin enthalten sind, der eine liegt auf dem Zyiin- 
droid, dessen Doppellinie s' bildet, der andere auf der durch s' hin- 
durchgehenden Achsenüache und hat den Parameter — X', wenn i' 
der Paiametei \on s' ist Nun gibt es auf dem Zylindroid auch 
zwei Stiahleu, denen der Parameter — X' zukommt, und somit eat- 
hilten die Ebenen duich den Leitstrahl s', die durch diese Strahlen 
gehen, nni einen einzigen Strahl oder vielmehr zwei zusammen- 
fallende Strahlen dei eisten Kongruenz, sie müssen deswegen Tangential- 
ebenen dei BieunÜiche sein. Außerdem werden, weil sie durch 
konjugieite Stiahlen des Zylindroids gehen, die Winkel, die sie 
bilden, nach dem, was wir gesehen haben, durch die Mittelebenen 
des Leitstrahles s' halbiert. 

Die Strahlen s^, % der ersten Kongruenz, die in den gefundenen 
beiden Ebenen enthalten sind, liegen auf der durch s' gehenden Achsen- 
fläche nnd treffen s' rechtwinklig, sie sind also in zwei zu s' nor- 
malen Tangentialebenen der Aehsenfläche enthalten. Diese Tangential- 
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geben, dann muß der auf ibrer Verbindungs ebene 6 in S senkrecbt 
stehende Strahl s^' zur zweiten Kongruenz gehören und ihm der 
Parameter 2X zukommen. Legen wir nun durch s^' zu dem Strahl s 
die Normalebene ß^\ so kommt dem zweiten in dieser Ebene 
enthaltenen Strahl s' der zweiten Kongruenz der Parameter — l zu, 
und wenn wir weiter durch s die Normalebene 6^ zu s' legen, so 
hat der zweite in dieser Ebene enthaltene Strahl Sj der ersten Kon- 
gruenz den Parameter — 2X. Legen wir endlich durch s' die 
Normalebene zu Sj, so hat der zweite in dieser Ebene enthaltene 
Strahl der zweiten Kongruenz den Parameter — X und fällt deswegen, 
weil nicht in einer Ebene zwei getrennt liegende Strahlen derselben 
Kongruenz von gleichem Parameter enthalten sein können, mit s' zu- 
sammen. Der Punkt S ist ein gemeinsamer Grenzpunkt der Strahlen 
Sj und Sj'. 

Halten wir nun die Raumfigur, die so für einen Punkt S der 
Brennflüche entsteht, zusammen mit den vorangehenden Überlegungen, 
so sehen wir, daß es auf jedem Strahl s' der zweiten Kongruenz 
zwei Punkte S, S gibt, die der Breunfläche angehören und in denen 
zwei unendlich benachbarte Strahlen der ersten Kongruenz sich 
schneiden, während gleichzeitig in ihnen s' selbst von je einem unend- 
lich benachbarten Stralil der zweiten Kongruenz getroffen wird. Diese 
beiden Punkte S, S nennen wir die Brennpunkte des Strahles s' 
und die Ebenen, welche diesen Strahl mit den ihn in jS, S treffenden 
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unendlich benachbarten Strahlen derselben Kongruenz verbinden, seine 
Brennebenen ß, ö. Weü der Strahl sonach in zwei Tangential- 
ebenen der Brennfläche liegt und gleichzeitig durch deren Berührungs- 
punkte hindurchgeht, ist er eine Doppeltangente der Brennfläche. 
Da die letztere von der vierten Klasae ist, sind die beiden Brenn- 
ebenen ö, ö die einzigen Tangentialebenen der Brennfläche, die durch 
den Strahl s' gehen, denn in jeder dieser Tangentialebenen fallen 
zwei Tangentialebenen zusammen, wenn man den Strahl aus irgend- 
einer anderen Lage in die doppelte Berührung übergehen läßt. Diese 
beiden Brennebenen sind also identisch mit den schon vorher ge- 
fundenen, durch s' gehenden Tangentialebenen der Brennfläche und 
sind auch als die Verbin dungs ebenen der sich auf dem Strahle s' 
sehneidenden unendlich benaclxbarten Strahlen der anderen Kon- 
gruenz anzusehen. Hat ein Strahl s der einen Kongruenz mit einem 
Strahl s' der anderen Kongruenz einen Brennpunkt gemein, so steht 
er auf ihm senkrecht, und die Ebene, die beide Strahlen verbindet, 
ist eine gemeinsame Brennebene derselben. Denn sie ist eine 
Tangentialebene der Brennfläehe. 

Ein Strahl, dessen Parameter X ist, wird in jedem seiner Brenn- 
punkte von einem Strahle derselben Kongruenz, dessen Parameter 
— 2X ist und von einem Strahle der anderen Kongruenz, dessen 
Parameter +21, getroffen. Daraus ist zu schließen, daß die beiden 
Brennpunkte durch eine Achsenfiäche ausgeschnitten werden, und der 
Punkt, der zwischen ihnen in der Mitte hegt, der Mittelpunkt 
des StraJiles ist. Anderseits ist dies der Punkt, in dem der Strahl 
von den Hauptachsen des durch ihn bestimmten Zylindroids getrofi'en 
wird, und liegt auf der Knotenfläehe der konjugierten Kongruenz, 
also der Fußpunktfläche der Kongruenz, zu der der Strahl selbst ge- 
hört. Die Fußpunktfiäche einer Kongruenz schneidet mithin alle 
Strahlen dieser Kongruenz in der Mitte zwischen ihren beiden Brenn- 
punkten. 

Jeder Strahl s einer der beiden Kongruenzen berührt die Brenn- 
fläche in seinen Brennpunkten und schneidet sie außerdem in seinen 
Grenzpunkten. In den Brennpunkten wird er von je einem Strahle 
derselben Kongruenz getroffen, dessen Parameter -- 21 ist, und in 
den Grrenzpunkten von je einem Strahle, dessen Parameter — ist, 
wenn l den Parameter des Strahles s selbst bedeutet. Die beiden 
Brennpunkte einerseits und die beiden Grenzpunkte anderseits sind 
von demselben Punkte, dem Mittelpunkte des Strahles, gleichweit 
entfernt. 

Im vorhergehenden sind die singulären Fälle nicht berück- 
sichtigt, wo unter den Grundparametem c, ß, y in den Gleichungen (1) 
und infolgedessen auch unter den daraus abgeleiteten Konstanten 
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a, h, c zwei gleiche aind. Nehmen wir a — b, woraus c = — 2a 
folgtj so werden alle Achsenflächen Rotabi onaflächen, deren Rotations- 
achse die s-Ächse ist. Die beiden Steinerschen Flächen reduzieren 
sich dann anf die xy-Ehene. Die Erennüäche wird gleichfalls eine 
Rotations fläche, ihre G-leichnng lautet jetzt: 

ix" +f + s^- Say + Y«'(ie' +f- 2^' - 2a'f = 0. 
Die Gleichung der Meridiankurve findet man für ?/ = 0: 

Diese Meridiankurre ist in der beistehenden Figur dargestellt. 




Daraus ist zu schließen, daß die Meridiankurve im Koordinaten- 
ursprung einen Selbstberührungspnnkt und die ai-Achse als singulare 
Tangente besitzt. [Die letztere schneidet die Kurve noch in den 
Punkten, deren Abszissen x = + -a sind.) Der Koordinatenursprung 
oder Mittelpunkt ist jetzt ein singulärer Knotenpunkt der Fläche, 
in dem zwei Schalen derselben einander berühren. Die Kuspidal- 
kurve der Fläche zerfällt in zwei Kreise, und diese entstehen, wenn 
mau die Fläche durch Rotation der Meridiankurve erzeugt, aus den 
vier Spitzen, welche die letztere noch außer dem Selbstberührungs- 
punkt besitzt. 

Wird (t = 6 = c, so wird für alle Strahlen der Kongruenz der 
Parameter A = 0. Die Kongruenz reduziert sich auf die Strahlen 
eines Bündels, dessen Scheitel der Mittelpunkt ist. Wir haben so 
den ganz singulären Fall vor uns, der durch die Rotationen eines 
starren Körpers um einen festen Punkt geliefert wird. 
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Fünfzehntes Kapitel. 
Sehraubengewebe und Schraubengeivinde,') 

Die einfachste Form, welche die Gleichungen eines Knearen 
Schrauben System 8 vierter Stufe oder, wie wir sagen woUen, eines 
Schraubengewebes in dem sogenannten allgemeinen Falle an- 
nehmen können, haben wir bereits in den Gleichungen (17) des zwölften 
Kapitels gegeben. Wir wollen diese Gleichungen jetzt, indem wir 
— a, — ß an die Stelle von «, ß bringen, schreiben wie folgt: 

(1) 11 = «p, D^ßq. 

Die Spezialfälle, die sich nicht auf diese Gleiehungsform zurückführen 
lassen, sind für uns von geringerem Interesse und können über- 
gangen werden. 

Wir schreiben den Parameter k einer beliebigen Sehraube des 
Systems in der Form: 

(2) /^= flHq^ + x" 

Dann finden wir für die Koordinaten '^, 'q, ä, 1, ra, n der Achse 
dieser Schraube, bei Verwendung eines Proportionalitätsfaktors q, die 



Multiplizieren wir die Gleichungen für l und m mit den Gleichungen 
für ^ und j und subtrahieren sie, so ergibt sich: 

also: 

(4) ni-m-(.^-ß)B- 

Dies ist die Gleichung des quadratischen Linienkomplexes, dem die 
Achsen der das Schraubengewebe bildenden Schrauben angehören.^) 
Er wird besonders einfach, wenn a^ ß, und besteht dann aus den 
Linien, deren kürzester Abstand von der s^-Ächse in die xy-^hene 
fällt. Der Aehsenkomplex ist allgemein derselbe für alle Schrauben- 
gewebe, deren Gleichungen von der l'orm sind: 

(5) u = («-^;t)p, ü = [^-«)q, 

was auch der Wert von x sei. Von diesen Schraubenge weben sagen 
wir wieder, daß sie eine sjzygetisehe Schar bilden. Auch hier gilt 
die Regel, daß die Parameter von Schrauben mit derselben Achse, die 



1) Zu äiosem Kapitel vgl. Chap. XVI und XVII in Balls Theory of Screws. 

2) Vgl. d' Emilio, Atti del R. Istituto Veaeto (6) Vol. 3 (1885) p. 1135. 
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ZU zwei Sehraubensysteraen aus der syzjge tischen Schar gehören 
sich nur um eine additive Konstante unterscheiden. Suchen wir 
nämlich eine Zuordnung von zwei syzygetiBchen Seh rauh engeweben, 
hei der sieh die Parameter zweier zugeordneten Schrauben immer um 
dieselbe Größe « unterscheiden, so haben wir von den Koordinaten 
p, (\, V, U, D, ID einer Schraube des ersten Gfewebes die drei ersten 
ungeändert zu lassen und die letzten drei durch U — xp, U — «q, 
'CO — xl zu ersetzen, um zu der entsprechenden Schraube des zweiten 
Gewebes überzugehen. Die Parameter zweier entsprechenden Schrauben 
in den beiden Geweben sind dann k und k — x, und die Gleichungen (1) 
des ersten Systems gehen in die Gleiehujigen (5) des zweiten Systems 
über, also a, ß in a — x, ß — x. Bei diesen Substitutionen bleiben 
aber die durch die Gleichimgen (3) gegebenen Werte, d. h. die Ko- 
ordinaten der Schraubenachse, ungeändert. 

Die Gleichungen des linearen Systems, das die zu Schrauben 
des Schraub enge web es von bestimmtem Parameter k gehörenden 
Achsen bilden, findet man sofort aus (3) in der Form: 

(6) I-(.-;;)5, m-tf-J)l). 

Dies System ist, wie wir schon wissen, eine lineare Strahlen- 
kongruenz, deren Leitlinien zwei konjugierte Strahlen eines be- 
stimmten Zylindroids sind. Wollen wir dies noch einmal bestätigen, 
so legen wir die Koordinaten (g', i)', j', V, m', n') der Leitlinien 
durch die Bedingung fest, daß sie alle Strahlen der Kongruenz, d. h. 
alle Linien, deren Koordinaten j, t), j, I, m, n den Gleichungen (6) 
genügen, sehneiden sollen. Soll aber die Bedingung des Schneidens: 

(7) ts'-f mt)'+ nä'+ £1'+ \}m'+ jn'^ 

für alle Lösungen der Gleichungen (6) erfüllt sein, so müssen die 
vier Gleichungen bestehen: 

(8) {it-k)f+V^O, (ß-h)\)'+m'^0, ä'=0, n'^0. 

Die letzten beiden drücken aus, daß die Leitlinie die 5-Achse unter 
rechtem Winkel trifft. Mit Rücksicht auf sie kann man für die 
übrigen vier Koordinaten setzen: 

(8a) j': 9': I': m' = a: : «/ : — »y« : xs, 

wobei Xf y, z die Koordinaten eines Punktes der Leitlinie bedeuten, 
und damit gehen die ersten beiden Gleichungen in die folgenden über: 

(9) {a~l':)x-^y = 0, {ß-h)y + sx=^0, 

die sieh iu der Tat auf zwei konjugierte Regelstrahlen eines Zylin- 
droids beziehen. Dessen Gleichung lautet dann: 



(10) . - (« 



•'+'/- 
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Die Linien, welche zwei konjugierte Regeis trahlen. eines Zylin- 
droids treffen, sehneiden aber, wie wir bereits gefunden haben, einen 
dritten Kegelstrahl desselben unter rechtem Winkel. Der qnadra- 
tische Ächsenkomplex besteht also auch aus den unendlich vielen 
linearen Kongraenzen der Strahlen, die jedesmal einen Regelstrahl 
des Zylindroids senkrecht treffen. Dies läßt sich auch leicht ana- 
lytisch bestätigen. Denkt mau sich den Regelstrahl des Zylindroids 
gegeben durch die Proportion (8a) zusammen mit: j'= 0, rt'= 0, so 
wird die Gleichung (7), welche für eine diesen Regelstrahl schneidende 
Linie gilt: 

\x i-my — lyB -f ^xz = 0, 

und die Bedingung, daß die Linie außerdem zu dem Regelstrahl 
senkrecht ist, lautet: 

(IIa) lx + X^y = 0. 

Mit Hilfe dieser Gleichung kann mau die vorige umformen in; 

y{ix + my) = zix' + f)l 

oder mit Rücksicht auf (10); 

(Hb) ix + my^{a-ß)xi. 

Führen wir in die so gefundenen Gleichungen (Ha) und (Hb) 
noch ein: 



(11) E + p^ = o, t + pm = (« - j5)s. 

Durch Elimination von p entsteht wieder die Gleichung (4) des 
quadratischen Komplexes. Dieser Komplex erscheint so auf doppelte 
Weise in lineare Kongruenzen zerlegt. Die eine Zerlegung wird durch 
die Gleichungen (6), die andere durch die Gleichungen (11) gegeben. 
Zwei Kongruenzen, die zu derselben Zerlegung gehören, haben 
immer dieselben zwei geraden Linien, nämlich die Doppellinie des 
Zylindroids und die unendlich ferne Leitlinie desselben, gemeinsam. 
In der Tat sind sowohl die Gleichungen (6) für zvrei verschiedene 
Werte von 7c und die Gleichungen (11) für zwei verschiedene Werte 
von Q nur zu befriedigen, wenn 5, 9, t, ra = angenommen werden. 
Daraus folgt aber, da zwischen den Koordinaten die identische Be- 
ziehung (j -|- mti + HS = besteht, entweder it = oder j = 0, so 
daß nur eine Koordinate, entweder j oder n von Null verschieden 
bleibt. Im ersteren Falle erhalten wir die s-Achse, im letzteren die 
unendlich ferne gerade Linie der ä:j/-Ebene. Zwei Kongruenzen, die 
zu verschiedenen Zerlegungen gehören, haben dagegen immer die 
eine Regelschar einer Regelfläche zweiter Ordnung gemein. In der 
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Tat ist eine von den vier Gleichungen (6) und (11) eine Folge der 
übrigen drei, diese drei Gleichungen stellen aber, wenn man in ihnen 
Je and Q als feat gegeben ansieht, eine solche Begelschar dar. 

Wir fragen nun nach den Strahlen des Ächsenlioniplexes, die 
dar eh einen beliebig gegebenen Punkt Pg mit den Koordinaten 
^ai Viii ^0 hindurchgehen. Wir finden sofort die Darstellung des 
Kegeis zweiter Ordnung, den diese Strahlen erfüllen, indem wir in 
die Gleichung des Komplexes einsetzen: 

und ferner: 

Dann ergibt sich: 

^ (ß - ß){x - x,)(y - y,) 
als Gleichung des Kegels. 

Wir können diesen Kegel aber auch geometrisch ableiten. Wir 
finden nämlich die Komplexstrahlen, die durch einen Punkt Pq gehen, 
indem wir aus diesem Punkte auf die Regelstrahlen des Zylindroids 
die Lote fällen. Die Fußpankte dieser Lote bekommen wir aber, 
indem wir die Kegels trahlen des Zylindroids mit den zu ihnen nor- 
malen Ebenen, die durch P^ gehen, zum Schnitt bringen. Ist nun 
ein Regelstrahi durch die Gleichungen: 

x:y =^ cosgj : smip, s — (k — ß')cosrpsm(p 
festgelegt, so wird die Gleichung dieser Normalebene: 

[x — «Jcosgo + (j/ — y^&mip ^ 0, 
und daraus folgt für die Koordinaten des Schnittpunktes: 

IX ^ (XgCOStp + y^Bm qi) cos ip, 
y = {Xf,c<3S(p + j/„singj)sin9i, 
^ = (k — ß^aostp^mip. 

Dies ist, wie man durch Vergleichung dieser Gleichungen mit den 
Gleichungen (24) des 13. Eapitels sehen kann, die Parameter - 
darstellung eines Kegelschnittes « auf dem Zylindroid. Die Ebene, in 
der er liegt, hat die Gleichung; 

(14) yo^: + x^y - ""^ _ ^° z = x^y„. 

Da in dieser Gleichung s^ nicht vorkommt, ist der Kegelschnitt der- 
selbe für alle Punkte einer Parallelen p zur s-Ächse, d. h. zur 
Doppellinie des Zylindroids. In der Tat hatten wir bereits in Kap. 13 
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hervorgehoben, daß die Fußpunkte der auf die Uegelstrahleu des Zylin- 
droids gefäliten Lote dieselben bleiben, TOn welchem Punkte der 
Parallelen zur Doppellinie man sie auch ausgehen läßt. Unter diesen 
Punkten der Parallelen zur Doppellinie ist ein Punkt Pj, der auf 
dem Zylindroid liegt. Seine Ordinate ist: 



= (« 



.H'A" 



Führt man diesen Wert in die Gleichung (14) ein, so läßt sie sich 
auf die einfache Form bringen: 

(16) f + i-.T=l' 

welche zeigt, daß die von der Ebene auf den Koordinatenachsen ab- 
geschnittenen Stücke der Reihe nach a:,,, y^, — Sj sind. 

Der Kegelschnitt geht durch den Punkt P^, in dem die Parallele 
zur Doppellinie das Zylindroid trifft, hindurch. In der Tat ergeben, 
wenn man: 

cos cp ^ " . - > sin tp = —=J^= 

setzt, die Gleichungen (13): 

Die Kegel, welche den Kegelschnitt y, aus den. Punkten der Parallelen p 
zur Doppellinie projizieren, berühren sich deswegen längs dieser 
Parallelen p und besitzen anßev derselben und dem Kegelschnitte ä 
keinen gemeinsamen Punkt Die Seitenlinien aller dieser Kegel 
bilden zusammen eine Kongruenz erster Ordnung zweiter Klasse, 
die zu dem quadratischen Achsenkomples gehört. Denn durch jeden 
Punkt des Eaumes geht ein Strahl, welcher die Linie p und den 
Kegelschnitt « trifft, und in einer beliebigen Ebene liegen deren 
zwei. Zusammenfassend können wir sagen: Alle Strahlen des Aebsen- 
koraplexes, die eine Parallele zur Doppellinie des Zylindroids treffen, 
treffen auch einen Kegelschnitt, der auf dem Zylindroid liegt und 
die Parallele zur Doppellinie schneidet, und sie bilden eine Kongruenz 
erster Ordnung zweiter Klasse. Läßt man die Parallele eine Ebene 
durchstreichen, so erschöpfen die zugehörigen Strahlenkongruenzen 
den ganzen Achsenkomples. 

Nun suchen wir die Komplexstrahlen, die in einer beliebigen 
Ebene ra liegen. Die Ebene sei durch die Gleichung gegeben: 

(16) Ux^Vy-^Wz = l, 

außerdem habe die Projektion des Komplexstrahls auf die a:*/-Ebene 
die Gleichung: 

(17) tix + vy = 1. 
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Sind dann j, t), j, 1, m, n die Koordinaten des StraMes, so wird 
zunächst, wenn wir die vorstellende Gleichung mit i)x — j:y = n 
identifizieren: 

(18) »-ä, «--f- 

Ferner folgt aber daraus, daß der Strahl in der durch (16) gegebenen 
Ebene Ji liegen soll (S. 93): 

j = TFiii ~ Fn, 9 = fTli - Wi, 

oder, wenn wir die Werte (18) einsetzen: 

(18a) W^^=V-v, W^ = ü-u. 

Führen wir die Ausdrücke (18) und (18a) in die Gleichung (4) des 
Komplexes ein, so wird sie: 

(19) u[u-U) + v(v^r) = (a- ß) Wuv. 

Dies ist die Tangentialgleichung für die Projektion der von den 
gesuchten Komplexstrahlen umhüUten Kurve auf die a;j/- Ebene. 
Diese Projektion ist, da die Gleichung in u und v vom zweiten 
Grade und für u^O, « = erfüllt ist, eine Parabel. Also ist auch 
die Komplexkurye in der Ebene jr eine Parabel. 

Es muß aber jeder Koraplexstrahl, der in dieser Ebene liegt, 
auf einem Strahl des Zylindroids in seinem Schnittpunkte mit der 
Ebene senkrecht stehen. Man erhält also die Komplexkurve und 
gleichzeitig ihre Projektion auf die xp-Ehene, indem man zu jedem 
Strahl des Zylindroids die Normalebene durch seinen Schnittpunkt 
mit der Ebene je legt. Diese Normalebenen umhüUen die Komples- 
kurve und gleichzeitig ihre Projektion. In jeder Ebene, die zur 
3- Achse parallel ist, ist außer dem Büschel der Parallelen zur g-Achse 
ein gewöhnliches Büschel von KompIexstrahJen enthalten, dessen 
Scheitel der Schnittpunkt der Ebene mit dem zu ihr senitrechten 
Eegelstrahl des Zylindroids ist. 

Wir wollen jetzt versuchen, die Schrauben des Schraubengewebes 
in eindeutige Beziehung zu den Punkten zu setzen, mit anderen 
Worten, das Schraub enge webe auf den Punktraum abzubilden. Neanen 
wir X, 7, Z die Koordinaten eines Punktes in diesem Punktraum, 
so ergibt sich die gesuchte Beziehung am einfachsten und un- 
gezwungensten, wenn wir: 

(20) x^^, r-^, Z^^ . 

machen. Durch die Verhältnisse der vier Großen p, q, r, lo ist eine 
Schraube im Schraub enge webe vollkommen festgelegt, es findet also 
in der Tat die wechselweise eindeutige Beziehung zwischen den 



y Google 



232 Fünfaelintes Kapitel, Sotraubengewebe und Schraubengewinde, 

Sehrauben des Schraub enge web ee und den Punkten des Bildraumes 
statt. 

Der Koordinatenuraprung X = 0, Y=0, Z =^ 0, den wir als den 
Mittelpunkt des Bildranmes bezeichnen wollen, entspricht dereinen 
in dem Schraubengewebe enthaltenen aingulären Schraube, für die 
p, q, r = werden und die sich auf eine einfache Richtung, nämlich 
die Richtung einer Translation, reduziert. Dem Schratibennetae, das 
durch die Gfleichung to -= aus dem Schraub enge webe herausgehoben 
wird, entsprechen die unendlich fernen Punkte des Bildraumes. 

Für den Parameter h einer Schraube des Gewebes gilt die 
Gfleichung (2), die wir schreiben können: 

(i-«)f> + (7i-/i)q> + l(lt-tt)-0. 

Führen wir hierin die Koordinaten des Bildpimktes ein, so erhalten wir: 

(21) (Ä -a)X^ + {k~ (3) Y' + kZ^ = Z, 

also die Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung, die dui-ch den 
Mittelpunkt des Bildraumes hindurchgeht und in ihm die XT-Ebene 
berührt, von der ferner eine Hauptachse in die Z-Aohse fällt, 
während ihre anderen beiden Hauptachsen der X- und T- Achse 
parallel sind. Diese Fläche wird erfüllt von den Bildpunkten der 
Schrauben des Gewebes, deren Parameter k ist. Wir wollen jede 
solche FHlche eine Parameterfläche des Bildraumes nennen. Alle 
Parameterfl'äehen insgesamt bilden ein Fläch enböschel, durch jeden 
Punkt des Baumes geht eine von ihnen. Unter ihnen sind zwei 
Zylinder enthalten, die man für k^ a und k = ß bekommt, und ein 
Paraboloid, das sich für /i: = ergibt, dessen Gleichung also lautet: 

(22) «X^ + (5r^ + ^=0. 

Die Punkte dieses Paraboloids entsprechen den unter den Schrauben 
des Gewebes enthaltenen NuUsehrauben oder einfachen Linien. Dieses 
Paraboloid nennen wir die Nullfläche des Bildraumes. 

Zwei Schrauben sind korreziprok, wenn ihre Koordinaten der 
Bedingung genügen: 

pu' + qo' + rto' + iip' + Oq' + tor' = 0. 

Gehören die beiden Schrauben dem Schraub enge webe an, so wird 
U = ap, ö = /5i:t und u' = ap', B' = ^il', damit wird die vorstehende 
Gleichung: 

ßpp' + /3qq' + i(tro'+lDr') = 0. 

Führen wir die Koordinaten X,Y,Z und X', Y', Z' der Bildpunkte 
dieser Schrauben ein, so entsteht aus der letzten Gleichung: 

(23) aXX' + ßYY' + \{Z+Z') = (i. 
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Dies bedeutet aber; Die Bildpunkte zweier korreziprolieii 
Schraulien des Gewebes sind einander beziiglieh der Null- 
fläche konjugiert. 

Die Schrauben des Gewebes, die zu einer bestimmten Schraube 
desselben korreziprok sind, bilden ein Schraubennetz, und so kann 
man zu allen in dem Gewebe enthaltenen Netzen gelangen. Die 
Bildponkte dieser Schrauben müssen aber zu dem Eildpunkte der 
korreziproken Schraube konjugiert sein bezüglich der Nuliflächej sie 
müssen also die Polarebene dieses Bildpunktes erfüllen, und so sehen 
wir gleichzeitig: Die Schrauben eines in dem Schrauben- 
gewebe enthaltenen Netzes werden durch die Punkte einer 
Ebene abgebildet. Daraus folgt weiter: Den Schrauben einer 
Schraubenreihe in dem Schraubengewebe entsprechen die 
Punkte einer geraden Linie. Irgend zwei Netze, die zu dem 
Gewebe gehören, haben immer eine solche Schraubenreihe gemein, 
weil sie zusammen vier lineare Gleichungen zwischen den Schrauben- 
koordinaten bedingen. 

Es ist nun von Interesse, insbesondere nach den Schraubenreihen 
in dem Schraub enge webe zu fragen, die durch die ßegelstrablen 
einer Parameterfläehe abgebildet werden. Die Antwort ist sofort 
gefunden. Erstens nämlich müssen die Achsen der Sehrauben einer 
solchen Reihe, als Achsen von Schrauben gleichen Parameters, zwei 
konjugierte Eegelstrahlen des Zyhndroids, das zu dem Schrauben- 
gewebe gehört, treffen. Zweitens aber müssen sie, wie die Achsen 
einer jeden solchen Schraubenreihe, ein Büschel bilden. Sie müssen 
also ein Büschel bilden, dessen Scheitel auf dem einen der kon- 
jugierten Strahlen liegt und dessen Ebene durch den anderen Strahl 
hindurchgeht. Die Scheitel der Strahlenbüschel, die zwei ßegel- 
strahlen aus verschiedenen Regelscharen der Parameterfläche ent- 
sprechen, müssen auf verschiedenen Leitlinien liegen, denn die beiden 
Regelstrahlen haben einen Punkt gemein, und folglich müssen auch 
die beiden Strahlenbüschel einen Strahl gemein haben. So gelangen 
wir zu einer Abbildung der Strahlen einer linearen Str ablenke ngruenz 
durch die Punkte einer Fläche zweiter Ordnung. Den Strahlen- 
büscheln in der Kongruenz, welche die Punkte der einen Leitlinie 
aus je einem Punkte der anderen Leitlinie projizieren, entsprechen 
hierbei die Regelstrahlen der einen Regelschar auf der Flache zweiter 
Ordnung und ebenso den Strahlenbüseheln, welche aus je einem 
Punkte der eisten Leitlinie die Punkte der zweiten projizieren, die 
Strahlen der anderen Regelsehar. 

Halten wir die Gleichung: 

Qc-cc)x*+{k-ß)f = 0, 
die aus den Formeln (9) folgt und sich auffassen läßt als die Gleichung 
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eines Paares von geraden Linien, die in der a;)/-Ebene parallel au 
den Leitlinien der Strahlenkongruenz gezogen sind, zusammen mit 
der Gleichung: 

die für Z = aus (21) folgt und das Paar der Regelstrahlen dar- 
stellt, welche die Regelfiäche mit der XF-Ehene gemein hat, so 
sieht man, daß die Kegelstrahlen der Kegelfläche, die durch den 
Mittelpunkt des Büdraumes gehen, parallel sind zu den Leit- 
linien der Strahlenkongruenz, gleiche Orientierung der Koordinaten- 
achsen im Bildraum und im Räume der Sehrauben YOrausge setzt. 
Nach den Gleichungen (20) ist aber der RadiusTektor, den man vom 
Punkte nach einem Bildpunkte zieht, der Achse der zugehörigen 
Schraube parallel. Die Abbildung der Strahlen kongruenn auf die 
KegelSäche geschieht also einfach so, daß wir zu jedem Strahle der 
Kongruenz die Parallele durch den Punkt ziehen. Diese schneidet 
den zugehörigen Bildpunkt aus der Fläche aus. 

Hinzuzufügen ist noch, daß wir eine geradlinige Fläche und 
reelle Leitstrahlen der Kongruenz nur bekommen, wenn der Wert 
von k zwischen den Werten von a und ß liegt. Die Regel für die 
Abbildung der Strahlenkongruenz auf die Flüche läßt sich aber auch 
auf die anderen Falle ausdehnen. 

Über die linearen Sehraubensvsteme fünfter Stufe oder, wie wir 



wollen, SchraubengeT 



nde genügen wenige Bemer- 



kungen, die sieh wiedei auf den Hauptfall beschränken 



Jedes Schraubengewinde ist zu 



iner bestimmten Schraube kor- 



reziprok. Die Achse dieser Schiaube bezeichnen wir als die Zentral- 
achse des Schraubengewindes Legen wir die «-Achse des Koordinaten- 
sjsteniB in sie hinein, so weiden die Koordinaten der festen Schraube 
von der Form: 



Damit eine Schraube zu dieser korreziprok sei, muß zwischen ihren 
Koordinaten p, q, r, u, 0, ID die Beziehung stattfinden: 

(24) n = «f. 

Jede gerade Linie des Raumes ist jetzt Achse einer Schraube des 
Systems. Den Parameter /;, der ihr zuzuordnen ist, finden wir leicht, 
wenn wir den Winkel (p einführen, unter dem die gerade Linie die 
Zenfcralachse kreuzt, und ihren kürzesten Abstand d von derselben. 
Da die Konkurrenz der Schraube des Gewindes und der zu diesem 
korreziproken Schraube verschwinden muß, ergibt sich sofort die 
Gleichung: 

(h — k) cos g) + (^ sin (p = 
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(25) h = K — d tang if. 
Setzen wir: 

(26) d tang^D = — x, 
80 wird also einfach: 

(2Öa) 7. = K + ä(. 

Für die Schrauben des Gewindes, für die fc einen beetimniten Wert 
hatj nimmt mithin auch x einen bestimmten Wert an. Da die 
Achsen dieser Schrauben also der Bedingung d ■ tang ip = const. ge- 
nügen, bilden sie einen linearen Strahlenkomples; dieser gehört zu 
einer Schraube mit dem Parameter st, deren Achse mit der Zeutral- 
aehse des Schraubengewindes zusammenfällt. 

Suchen wir in dem Schraubengewinde die Schrauben, die zu 
einer bestimmten Schraube desselben korreziprok sind, so muß wieder 
eine Beziehung: 

(27) (&j 4- /c) cos q>' + d' sin ip' ^ 

bestehen, wenn /c^, Zc die Parameter der beiden Schrauben, der festen 
und der veränderlichen, bedeuten, g)' den Winkel, unter dem ihre 
Achsen sich kreuzen, und d' den kürzesten Abstand der Achsen. 
Wir setzen nun den Wert von k aus (25) ein und finden: 

(28) d ■ tang ip — d' ■ tang ip' = a + Jc^- 

Diese Gfleichung gestattet aber eine beachtenswerte Deutung. Es 
bilden nämlich die Sehrauben des Gewindes, die zu einer bestimmten 
Schraube desselben korreziprok sind, ein allgemeines Schrauben- 
gewebe, Dieses Schraub enge webe erscheint hier festgelegt durch 
zwei Schrauben, die zu ihm und zueinander korreziprok sind. (Die 
erste dieser Schrauben ist diejenige, zu der alle Schrauben des 
Gewindes korreziprok sind, die zweite die in dem letzteren an- 
genommene feste Schiaube) Die Achsen aller Schrauben des Gewebes 
aber bilden einen speziellen quadiatisrhen Strahlenkomplex, den wir 
im vorhergehenden bereits untersucht haben. Die Gleichung (28) 
zeigt nun, wie sich dieser &tiahlenliomple\ mit Hilfe zweier fester 
Achsen einfach festlegen laßt Wir können den Ausdruck (?-tanggf) 
kurz die Divergenz der zwei geiaden Lmien, auf die sich d und 95 
beziehen, nennen. Ist dann die Divergenz einer veränderlichen Linie 
von einer festen Linie konstant, so bewegt sich die veränderliche 
Linie in einem linearen Strahlenkomplex; ist aber der Unterschied 
ihrer Divergenzen von zwei festen Linien konstant, so erfüllt sie 
einen quadratischen Strahlenkomples der betrachteten Art. 
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Nacildem wir die Übersiclit der linearen Schrauben Systeme be- 
endet haben, bietet sieb der Gedanke dar, ob die Begriffe der 
Scbraubung und der Dyname, als die Begriffe, die zur Definition der 
Schraabe den Anlaß geben und so der Scbraubentheorie zugrunde 
liegen, nicht einer gewissen Verallgemeinerung fähig sind, Die 
Richtung, nach der hin wir diese Verallgemeinerung zu suchen haben, 
liegt auf der Hand. Die Verachiebungen, die ein beliebiger Punkt 
bei einer bestimmten Schraubung erfährt, sind lineare Funktionen 
seiner Koordinaten, aber nicht allgemeine lineare Funktionen, denn 
wenn wir den allgemeinsten Ansatz aufstellen, der in diesem Sinne 
für die Änderungen Sx, Sy, dB der Koordinaten x, y, s eines Punktes, 
verghchen mit einer sehr kleinen Größe % = 8t, möglich ist, nämlich: 

Sx = (k(| 4- i^^x + K^y + u^i) 3t, 
Sy^{ß^+ß,x + ß,y+ß,^)$t, 

so wird hieraus erst eine Schraubnng, wenn: 

«1 = 0, ^a = 0, y„ = 0, K, = -|5i, r, = -a^, ßs = ~r2 

ist. Man muß sich also fragen, welchen Sinn die allgemeineren 
Gleichungen, aus denen in einem besonderen Falle die Schrauhungen 
hervorgehen, für sich betrachtet haben. 

Ebenso war die zu einem Kräftesystem geborende Dyname fest- 
gelegt durch die sechs Summenausdrücke, welche aus den Kom- 
ponenten Xj, Yj, Zp der Kräfte und den Koordinaten Xq, y^, s,, ihrer 
Angriffspunkte gebildet sind, nämlich: 

^X^„ ZY^, 2;Zp, -^(Z;,j/p-Y^«e), 2;(Xj2p - Zja^f), ^(Yja;j - Xj?/^). 

Diese Summen liegen aber von vornherein femer als die folgenden 
einfachen Kombinationen von Kräftekomponenten und Punkfckoordi- 
naten: 

ZXp, 2;Xp^;„ SX^y^, Z^^s^, 
ZY^„ 2Y^x^, SY^y^, ZY^.b^, 
2;Z<„ Sl^x^, Z'i^y^, 2Z^z^, 

aus denen die ersteren Summen nnr eine besondere Auswahl und 
Zusammenfassung bedeuten. Wieder ist die Frage, welche selbständige 
Bedeutung dem System dieser zwölf Suraraenausdrücke zukommt, 
und diesen Fragen wollen wir im folgenden nachgehen. 
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Sechzehntes Kapitel. 
Deformationen. 

Wir haben bereits im dritten Kapitel mit linearen Transforma- 
tionen des Raumes zu tun gehabt. Diese Transformationen sind 
dadurch gekennzeichnet, daß jeder Punkt in einen bestimmten anderen 
Punkt übergeht und jeder Punkt nur aus einem einzigen Punkte 
hervorgeht, daß femer die Punkte einer Ebene immer wieder in die 
Punkte einer Ebene übergeführt werden and daß endlich alle un- 
endlich fernen Punkte in unendlicher Entfernung bleiben. Die letzte 
Bedingung läßt sieh auch so formulieren, daß parallele Linien oder 
Ebenen immer wieder in parallele Linien oder Ebenen übergehen 
sollen. Aus dieser Eigenschaft aber läßt sieh folgern, daß das 
Abstand s Verhältnis dreier Punkte einer geraden Linie vor und nach 
der Transformation dasselbe sein muß, femer daß einem ParaUel- 
epipedon wieder ein Parallelepipedon entsprechen muß, und vrenn 
man die Kanten des ersten Parallelepipedon in einem hestimmten 
Verhältnis vergrößert, auch die entsprechenden Kanten des anderen 
in demselben Verhältnis vergrößert erscheinen. Wenn wir für das 
erste Parallelepipedon einen Würfel von der Kantenlänge 1 wählen, 
von dem drei Kanten in die Koordinatenachsen fallen, so gelangen 
wir auf Gfrund der vorstehenden Sätze sofort zu der analytischen 
DarsteUmig der Transformation. Es ergeben sich, wenn x, y, s die 
Koordinaten des ursprünglichen Punktes sind, die Koordinaten a:*, ij, n' 
des transformierten Punktes als ganze lineare Funktionen von x, y, s. 
Damit werden die Differenzen x' ~ x, y' — y, 2' — e ebenfalls lineare 
Funktionen von x, y, 3. Diese Differenzen sind aber die Komponenten 
der Verschiebung, welche der Punkt hei der Transformation erfährt. 
Wir woUen diese Verschiebung für alle iui Endlichei 
Punkte als sehr klein voraussetzen und (' 



(1) ^ — x = ur, y' — y ^ "ot, s' ~ s = WT, 

wobei t wieder eine sehr kleine Größe bezeichnen soll. Wir setzen 
nun nicht a;' ^ x, y' — y, i — s, sondern die ihnen proportionalen 
jj, w als lineare Funkfcionen der Punktfcoordinaten au in 



der Form: 

(2) U ^ß, + ß,x+ß,y + ß,ß, 

Die durch diese Gleichungen dargestellte Veränderung der Punkte 
des Raumes bezeichnen wir als eine lineare Deformation oder kurz 
als eine Deformation. 
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Nehmen wir nun von der Verschiebung eines beliebigen Punktes 
die Komponente nach einer bestimmten Richtung, die mit den posi- 
tiven Richtungen der Koordinatenachsen die Winkel X, ji, v ein- 
schließen soll, so erhalten wir für die Größe q - r dieser Komponente, 
wenn wir die Ausdrücke für it, V, IV der Reihe nach mit cos X, cos jt, 
C03V multiplizieren und addieren: 

(3) Q = Q -^Ix + mj -[- 'c,z, 

indem wir zur Abkürzung setzen: 

Q = a,^ (io& X -\- ßf, cos [i + Yt) •'OS ''j 

^ = Kj cos i -I- ß^^ cos II + y-i cos v, 

rj = a^ cos X -\- ß^ "^os H -\- y^ cos v, 

5 -= «3 cos X + ßg cos ji + y^ '^^^ '"■ 
Nimmt man für jeden Punkt nicht die wirkliche Verschiebung, 
die er bei der gegebenen Deformation erfährt, sondern nur die in 
Rede stehende Komponente davon, so ergibt sich auf diese Weise 
eine neue, spezielle Deformation, welche wir als die Komponente 
der vorgelegten Transformation nach der betreffenden Richtung be- 
zeichnen und durch die Gleichungen darstellen: 

[ i(^ = cos X{d + ^X -\- Tjt/ -i- Iz), 

(4) v.^ =coa^(9-|-gic-|-i;«/-f£s), 
lir^=cosj.(9 + |iC-fj;y + gs). 

Bei dieser speziellen Deformation sind die Vers chiebungarichtun gen 
aller Punkte dieselben. Die Punkte einer bestimmten Ebene, nämlich 
der durch die Gleichung: 

(5) |^ + ij?/ + £a+ 6 = 

dargestellten Ebene, bleiben unverrückt; wir nennen die Deformation 
deswegen eine planare und die Ebene, deren Punkte in Ruhe bleiben, 
ihre Zentralebene. Bezeichnen wir mit jj den Abstand eines 
Punktes von der Zentralebene und setzen: 



(6) m^il^^ii^ + l\ 

80 wird die durch die Gleichung (3) gegebene Größe der Verschiebung 
dieses Punktes: 

(7) p = (0 -j), 

also dem Abstände des Punktes von der Zentralebene pro- 
portional. 

Wir wollen noch zwei Sonderfälle dieser speziellen Deformationen 
hervorheben. Der eine Fall ist der, wo die Verschiebungsrichtung 
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aller Punkte senkrecht zur Zentralel»ene ist, dann sprechen wir von 
einer Dehnung. Der andere Fall ist der, wo diese Richtung parallel 
zur Zentralehene ist, dann sprechen wir von einer Scherung. 

Wir diskutieren nun die allgemeine, durch die Gleiciiungen (2) 
gegebene Deformation, Diese Diskussion beruht zunächst auf der 
Aufstellung der Determinante: 

(8) ® = I ßi ß, ßs , 

I 7i 72 fs 
die wir als die Diskriminante der Deformation bezeichnen. Wenn 
mmlich diese Diskriminante toü Null verschieden ist, so ergibt sich, 
daß die drei Gleichungen: 

(9) ß^ + ß^x + ß,y + ß,z = 0, 
i J'o + n^ + YiV 4- J-a^ = 

ein einziges Lösungssystem x, y, s, das wir mit x^, j/q, Zf, bezeichnen, 
zulassen. Es gibt also einen einzigen Punkt, dessen Lage bei der 
Deformation ungeändert bleibt. JDieaen Punkt nennen wir das 
Zentrum der Deformation und die Deformation selbst eine zentrale. 
Wählen wir das Zentrum zum Ursprung eines neuen Koordinaten- 
systems, so verschwinden aus den Gleichungen der Deformation die 
konstanten Glieder a„, j?,,, j»,,. 

Ist aber die Diskriminante ® =^ 0, ohne daß von den folgenden 
drei Determinanten eine verschwindet; 

(S, _ «.(fti-a- r.« + A(r>«a - V^) + )-. C«. fe - & «.). 

(10) S, - «.(An - r.ft) + ft(ft«i - «.n) + n('A - ft«,), 
Ib, = «.((S,r, - 7iM + A(7i«> - «.ri + rMh - ft«.), 

dann sind die Gleichungen (9) nicht zu hefriedigen. In diesem Falle 
ergibt sieh aber die identische Beziehung; 

(fers - r,ß.> + (7>«. - «rfJ« + («■& - fe«.)«' - ®„ 

die von den zwei anderen auf ähnliche Weise folgenden Relationen 
nicht verschieden ist, so daß tatsächlich nur eine identische Be- 
ziehung zwischen den Verschiebungskomponenten u, v, w statthat, 
Bestimmen wir drei Richtungswinkel X, (t, v durch die Proportion: 

X-.fi-.v^ ß,Y^ - r.J^ : y,a, ~ a,y, : a,ß, - ß,a^, 
so wird: 

jt cos l -|- V cos ji ■}- w cos V — coust. 
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für alle Punkte des Baumes. Die Komponenten der Verschiebungen 
aller Punkte nach dieser Richtung sind also dieselben, und die Kom- 
ponente der Deformation nach der in Rede stehenden 
Richtung wird eine einfache Translation. Eine solche De- 
formation können wir eine parabolische nennen. Zu diesen 
parabolischen Deformationen gehören die Schraubungen, da ja bei 
diesen die Komponente der Verschiebung nach der Richtung der 
Schraubenachse für alle Punkte dieselbe ist. 

Wenn nun außer 3) eine der Determinanten S^, 2)^, Sg ver- 
sehwindet, 80 verschwinden alle drei, weil infolge der Bedingung 
2) = die in den Ausdrücken (10) für 3)^, 3)s, S)^ eingeklammerten 
Größen einander proportional werden, Z. B. ergibt die Gleichung 
3^ = 0, wenn mau sie in der Form schreibt: 

«1 iß, 7z - 7, ßd + ß, {7, «. - «ä y^) + y, («s ßB - ß^ «ä) = 0, 
zusammen mit der Identität: 

«sC^sn- nA) + ßA7^<^» - «sn) + y.(«./5, - ß,>^,) = o 

die Proportion: 

ß^Ys — rißs ■ 7i^s - «ä^ä -«ißi- ßi«i 

- ßi7i - Vißi ■• n«ä - «i^s : «il^a - ft«a- 
In diesem Falle erhält man, wenn man aus den Gleichungen (9) 
zwei der Koordinaten eliminiert, identisch Null. Von den drei Glei- 
chungen ist also eine überzählig; jedes Wertesystem, das zweien von 
ihnen genügt, genügt auch der dritten. Durch die zwei Gleichungen 
wird aber eine gerade Linie dargestellt, und alle Punkte dieser Linie 
erfahren bei der Deformation keine Lagenänderung. Wir bezeichnen 
die Deformation deswegen als eine lineale. Die momentanen 
Rotationen sind solche lineale Deformationen, denn bei ihnen bleiben 
alle Punkte der Rotationsachse unverrückt. 

Es können die Determinanten '^^, S^j ®3 auch dadurch ver- 
schwinden, daß die Unter determinanten von 3) (d. h. die in den Aus- 
drücken (10) eingeklammerten Größen) verschwinden. Dann gilt das 
vorige nicht mehr. Wir können in diesem Falle aber setzen: 

und erhalten somit: 

u cos 2. -\-v cos fi -^ i(J cos v = k„ cos X-\- ß^ cos ji -|- 7d cos v, 
wenn die Richtungswinkel X, [i, v nur der einen Bedingung: 
l cos 1 -f m cos ft + m cos v — 
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unterworfen werden. Es reduzieren aicli also die Komponenten der 
Deformation nach allen Riclitungen, die einer bestimmten Ebene 
parallel sind, auf einfache Translationen. Wir können diese Defor- 
liiationen als zweifach parabolische bezeichnen. 
Wird in den Gfleichungen (11) nun noch: 

«0 : y5o : r« = ^ : '» : «. 
so verschwinden auch von den Determinanten ^j, S)^, SJg alle Unter- 
determinanten. Dann erhalten wir die Gleichungsformen: 

(M = l {d + Bx + i}y + ^s), 

(12) Kl =m(Ö + |3; + i;;/ + gs), 

1 w=«(9 + |a; + ^J/+g4 

die eine planaie Defoiniation reprasi=ntieren. 

Hinzuzufügen ist noch diß, wenn vin der Determinante ® alle 
Elemente verscl winden die Gleichungen der Deformation einfach 
werden: 

!( = «0 t = (J ?t = 7o 

und eine Translition darstellen 

Wenn zwei Deformationen vorhegen sr kann man dieselben zu 
einer Deformation zusammensetzen, genau ebenso wie man die 
SchraubungeUj die ja nur einen besonderen Fall der parabolischen 
Deformationen bilden zus'immenset7t Die Verschiebungen, die ein 
beliebiger Punkt bei den beiden Deformationen erfährt, yereiuigt 
man nach dem Parallelogrammgesetz und erhält so die Verschiebungen, 
welche die resultierende Deformation ausmachen. Sind aber %r, Vj^r, 
w^t und u^r, v^t, w^r die Komponenten der zusammenzusetzenden 
Verschiebungen eines Punktes, so werden die Komponenten der 
resultierenden Verschiebung (u^-tu^r, (^ + ^'2)^? {w-^^-\- w^x. Man 
hat also wieder die Ausdrücke für die Verschiebungskomponenten 
einfach zu addieren, um die Komponenten der resultierenden Ver- 
schiebung zu erhalten. Nennen wir die Koeffizienten in den Defor- 
mationsgleichungen die Koordinaten der Deformation, so können 
wir demnach sagen: Deformationen werden zusammengesetzt, 
indem man ihre homologen Koordinaten addiert. 

Wir können nun zunächst bemerken, daß sich die rechten Seiten 
der Deformationsgleichungen (2) in zwei Teile, einen konstanten 
nnd einen von Punkt zu Punltt veränderlichen, zerlegen lassen. Dem 
entspricht eine Zusammensetzung der Defonnation aus einer Trans- 
lation und einer Deformation, die wenigstens einen im Endlichen 
gelegenen Punkt, nämlich den Koordinatenursprung, ungeändert läßt. 
Da der Koordinatenursprung aber durchaus wiUkürüch ist, so kann 
man demnach jede Deformation durch Hinzufügung einer Translation 

Timerding, Geometrie dci- Kräfte. 16 
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auf eine Deformation zurückführen, die einen willkürlich wählbaren 
Punkt ungeändert läßt. 

Lassen wir in den Gleichungen (2) die konstanten Glieder weg 
und führen die Koordinaten des veränderten Punktes durch die 
Beziehungen: 

(13) x' = x + tiT, y' = y + '»t, z' = z + wr 
ein, so erhalten wir: 

^ ='y^t-x + y^t-if+(i + ysT)-s. 

Wir haben nun früher (8. 30) gefanden, daß bei einer solchen Trans- 
formation alle Volumina in demselben Verhältnis vergrößert oder 
vermindert werden. Dieses Vergroßerungsverlniltais wird gegeben 
durch die Determinante: 

! 1 + «,T <y.,t ec,T. 

= 1 ß,x l + /3st ß^t 

Rechnen wir diese Determinante aus und veraachläBsigen die höheren 
Potenzen der sehr kleinen Größe t gegen die erste, so ergibt sich: 

und indem wir @=1 + (J-t setzen, hezeichaen wir: 

(14) d-». + ft + rj 

als Dilatation. Durch Hinzufüguog einer Translation zu der 
Deformation wird an alledem nichts geändert. Also gilt das Gesagte 
auch für die allgemeineren Deformationsgleichungen (2), in denen 
noch die Translationskomponenten k,i, ß^, j-j, hinzugekommen sind. 

Es ist nun von Vorteil, von den Deformationen nicht eine ein- 
fache Translation, sondern eine allgemeine Schraubung abzusondern, 
um sie dadurch auf eine besonders einfache Form zu reduzieren. Wir 
nehmen an, die Schraubung werde durch die Gleichungen gegeben: 

(15) Jf' = u — rj/ + qg, u' = V — p2 + IX, to' = w — qx + pj/, 
indem u't, v't, w'r die Versehiebungskomponenten des Punktes mit 
den Koordinaten x. y, z bezeichnen. Dann wird die übrigbleibende 
Deformation durch die Gleichungen dargestellt: 

u" =u-u' ^ («0 - u) + ci^x + («s + y)y + («3 - <i)s, 
v"^v-v'^ iß, - v) + {ß, - r)x + ß,y + (ß, + p)^, 
tv" = w-tv'= (y„ - w) + {y^ -+ (i)x + (y^ - p)y + n«- 
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Eeine Deformationen. 
Nun wollen wir p, q, r so bestimmen, daß: 

& + p = n ^ p, n + q = «a - f^i' «a -t 

wird, dann ergibt sieb: 

(16) p--Hr,-&), q-i(«,-7i), ■•-; 

Außerdem nehmen wir noch an es sei: 



I u - ri/„ + q^o = «0 + «1*0 + oc^y^ + «9^0, 

(17) Y " p^o + ^0 = A + fts^o + |5,*/„ + fts,, 

I w- q3;o + p)/o= n + nx^ + nJ/o + ^3^0- 

Diese Gleichungen drficben aus, daß von einem besonderen Punkt, 
dessen Koordinaten wir a;,,, ij^, 0^ nennen, die Verrückung infolge 
der Scbraubung dieselbe sein soll wie die Verrückung bei der De- 
formation. Durch die Gleichungen (16) und (17) sind die Größen 
p, q, 1-, u, V, w, welche die Schraubung festlegen, eindeutig bestimmt. 
Die Koordinaten x^,, y^, z^ bleiben hierbei willkürlich wählbar, und 
hiemach können (bei Ausschließung eines Ausnahmefalles) die Größen 
n, T, w alle möglichen Werte annehmen, während die Werte von p, q, r 
immer dieselben sind. Von der Scbraubung ist also die Kichtung 
der Achse und die Winkelgeschwindigkeit von vornherein auf die 
angegebene Weise eindeutig bestimmt. 

Wenn wir jetzt die' übersichtlicheren Bezeichnungen einführen: 



(18) 



'ßi+ri)-'hs 






i («.+ /?!)-»„■ 



so können wir die Gleichungen für u", v", w" sehreiben: 

I n" = a,^{x - Xo) + aiä(y - y^) + a,^{s - s^l 

(19) ■ v" = a^i{x — Xo) + »2a(y — Va) + Oa»(« - ^o)> 

1 iv" = «31(3; — 3:0) + '^laiy — Vo) + «3a(^ — ^o)- 

Da hierin nun a^^ = a^^ %a = (^an <^is = '*aa ^ird, haben wir in der 
Tat eine spezielle Deformation vor uns, die wir als eine reine De- 
formation bezeichnen wollen.^) Den Punkt (x^, y^, s^) nennen wir 
den Mittelpunkt oder das Zentrum derselben und sprechen von einer 
Deformation um einen bestimmten Mittelpunkt. 

Dieser Mittelpunkt bleibt bei der Deformation ungeändert. Die 
parabolischen Deformationen sind also bei den reinen Deformationen 
ausgeschlossen. Wenn die Determinante: 

1) Cauchy, Esereicea d'analjae, Vol. 2, 1841, p. 302. 

3) S. Thomson und Tait, H"atural rhilosopty, Vol. 1, Art. 182aeq. 
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(20) z7 = 



«si 



verseil windet, so bekommen wir stets eine lineale Deformation. Wir 
können dann drei Riehtungskosinus cos^, cosfi, cosk bestimmen, die 
den drei Gfleichnngen genügen: 

«ji cos i. -f ÖJ3 eos [t 4- «13 cos v = 0, 

ffl^l cos l + (»32 cos /l + %3 cos V = 0, 

«31 cos X + dgg cos p + »33 cos v = 0. 
Deshalb bleiben alle Punkte nngeändert, deren Koordinaten von der 
Form sind; 

X =• x^-\- Q cos X, J/ ^ ;/o + ? cos ji, s = ^0 -f p cos V, 
und diese Punkte erfüllen eine, gerade Linie, die Mittelachse der 
Deformation. Multiplizieren wir ferner die Gleichungen (19) der Reihe 
nach mit cosA, cos/*, cosv und addieren sie, so wird, weil «2i=öi2. 

«31= ffli3, «32= «sb: 

u" cos A + v" cos ji + wi" cos V = 0. 
Jeder Punkt verschiebt sich also in einer zu der Achse normalen 
Richtung. Wir wollen diese besonderen liuealen Deformationen, die 
gleichzeitig reine Deformationen sind, als axiale Deformationen be- 
zeichnen. 

Wenn die Determinante ^ mit ihren TJnterdeterminanten ver- 
schwindet, werden die Verschiebungsriehtun gen aller Punkte dieselben, 
und indem wir diese gemeinsame Richtung mit der Richtung der 
3;-Achse zusammenfallen lassen, können in den Gleichungen (18) nur 
die Koeffizienten von x ~ Xf, einen von Null verschiedenen Wert 
besitzen. Weil aber ögi = »lä, <^ai~<^i3' mössen auch die Koeffi- 
zienten «21, «31 verschwinden und die Gleichungen lauten: 

Es bleiben also die Punkte der Ebene, für die x = x„ wird, un- 
verrückt. Die Verrüekung irgendeines anderen Punktes ist seLuem 
Abstände von dieser Ebene proportional und zu der Ebene senkrecht. 
Wir kommen also wieder auf eine einfache Dehnung zurück. 

Die Bedingung dafür, daß durch geeignete Wahl Ton x^, %, g^ 
sich den Größen u, v, w in den Gleichungen (17) jeder beliebige 
Wert erteilen läßt, ist, wie man leicht sieht, dadurch gegeben, daß 
z/ =j= ist. Denn diesen Gleichungen läßt sieh die Form geben: 

U = «0+ «11^0+012^/0+ «13^0! 
^ — ßo+ »SliTo+ffsäJ/.-f rt23«0J 

■w = j-o 4- «3ia;o -I- «23i/u + «33^0- 
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Wenn wir nun noch fragen, wie der Punkt mit den Ko- 
ordinaten iK„, ^u, ^1, zu wählen ist, damit die Sehraubung sich auf 
eine bloße Drehung reduziert, so erkennen wir sofort, indem wir die 
Gleichungen (17) der Reihe nach mit 2p = y^ — ^g, 2q = «3 ~ y.,, 
2r = ß^ — K^ multiplizieren und die Summe, nämlich 

2(up + Yq + wr), 
gleich Null setzen, daß wir die Gleichung einer Ebene; 
(21) (y, - ß,) («0 + a,x, + cc^y, + cc,s,) 

+ («3 - n) (ßo + ßA + ß^y» + A^o) 
+ (^i - «a) (7o + ri^o + ny« + rs^o) = o 

erhalten, in welcher der Punkt (a^g, y^, n^ liegen muß, damit die 
vorgelegte Deformation sich aus einer reinen Deformation um diesen 
Punkt als Mittelpunkt und einer bloßen Drehung zusammensetzen 
läßt. Wir wollen diese Ebene als die Mittelebene der vorgelegten 
Deformation bezeichnen. 

Wir wenden uns jetzt zur näheren Untersuchung der reinen 
Deformation, die durch die Gleichungen (19) gegeben wird. Wir 
legen noch den Koordinatennrsprung in den Mittelpunkt der De- 
formation uud lassen die doppelten Akzente an den u, v, w fort. 
Dann werden die Gleichungen, von denen wir auszugehen haben: 

!M = a^^x + «12^ + «13^, 
V = Ogi»; + a^^y + «23^, 
tv= a^iX + a^^y + a^^s. 

Diesen Gleichungen können wir eine geometrische Interpretation 
geben, wenn wir eine Flache zweiter Ordnung einführen, die wir als 
die Deformationsfiäche') bezeichnen und deren Gleichung die 
folgende sein soll: 

(23) a^^x^ + 2%a;j/ + 2ffl,33;5 + a^^y^ + 2a^^yz + a^^g^ = 1. 

Suchen wir von einem Punkte P mit den Koordinaten x, y, s 
bezüglich dieser Fläche die Polarebene, so hat dieselbe die Gleichung: 

(24) ux' + vy' + jys' = 1, 

wenn a/, y', s' die laufenden Punktkoordinafcen bezeichnen und «, v, w 
die durch die Gleichungen (22) festgesetzte Bedeutung haben. Denken 
wir uns die Gleichung der Polarebene aber in der Form geschrieben: 

(24a) cos?.*' ■+ cQSjty' + cosvs' = p, 

1) Sic rührt vou Cauchy her, Eserciees dematliömatiqiieg, Vol. 3, 1827, p.60. 
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indem X, fi, v die Richtungswinkel und p die Länge des aus dem 
Koordinatenur Sprunge auf die Ebene gefällten Lotes bezeichnen j 
so wird: 

(2ö) u = —cosX, ii = — cosu, W'^—cosv. 

Man muß also auf der Linie des Lotes Tom Ursprünge aus den 
reziproken Wert seiner Länge abtragen, dann hat der Endpunkt dieser 
Strecke die Koordinaten u, v, w, die Strecke gibt also den Ver- 
sehiebungsTektor des Punktes P. 

Der Endpunkt der Strecke ist aber gleichzeitig der Pol der 
gefundenen Polarebene bezüglich der Kugel, die mit dem Radius 1 
um den Koordinatenurspruug beschrieben ist und die wir kurz die 
Einbeitskugel nennen wollen. In der Tat wird die Polarebene 
des Punktes mit den Koordinaten i(, v, tv bezüglich der durch die 
Gleichung: 

(26) x'^ + y^ + s'^=l 
dargestellten Kugel gegeben durch die Gleichung; 

ux' + vif -\- wz' = 1. 

Den Punkt mit den Koordinaten u, v, w wollen wir den 
Deformationapol des Punktes F mit den Koordinaten x, y, z 
nennen. Wir finden also von einem Punkte den Deformationspol, 
indem wir von ihm die Polarehene bezüglich der Deformationsfläche 
aufsacken und von dieser wieder den Pol bezüglich der Einheitskugel. 
Dieser Pol ist der Deformationspol, 

Wir wollen nun voraussetzen, der Deformationspol liege auf 
einer Kugel, die mit dem Radius r um den Koordinatenursprung 
beschrieben ist. Dann umhüllen die Polarebenen dieser Pole bezüglich 
der Einheitskugel eine konzentrische Kugel vom Radius — Von 
dieser Kugel müssen wir die reziproke Fläche — d. h, die von den 
Polen der Tangentialebenen der Kugel erfüllte oder von den Polar- 
ebenen der Punkte der Kugel umhüllte Flache -— bezüglich der 
Deformationsfläche suchen, dann finden wir den Ort der Punkte, 
deren Defomiationspole die Kugel mit dem Radius r erfüllen, d. h. 
den Ort der Punkte, welche die gleiche Verschiebung r-t erfahren. 
Die Gleichungen (22) ergeben aber unmittelbar, wenn man: 

(27) «^ + v"- + iv' ^ r' 
annimmt: 

(28) (a,j^ + a^^y + a^^^f + (a^^x + a^^V + «ss^)^ 
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und dies ist sonach die Gleichung der gesuchten Fläche, die wir als 
eine Verschiebungsfläche hezeichnen wollen.*) Diese Flächen 
sind immer Bllipsoide. In der Tat zeigt die Gfleiehung (28) in ihrer 
Bauart sofort, daß sie nur für endliche Werte der Koordinaten 
erfüllbar ist. Die Versehiebnngsellipsoide sind konzentrische, ähnliche 
und ähnlieh liegende Flächen. Greift man demnach unter ihnen 
dasjenige heraus, das sich für r = 1 ergibt, so erhält man aus diesem 
allein die Verschiebung eines beliebigen Punktes P, indem man den 
Radiusvektor vom Mittelpunkte nach dem Punkte P mit der Flüche 
schneidet. Ist Pg der Schnittpunkt, so wird die Verschiebung des 
Punktes P an Größe gleich: 

OP 

0P„ ■ ^' 
Die Richtung der Verschiebung ei^ibt sich am einfachsten daraus, 
daß sie normal zu der Polarebene des Punktes bezüglich der Defor- 
mationsfl'ache sein soll. 

Wir suchen nun die Hauptachsen der Deformation. Darunter 
verstehen wir die Linien durch den Mittelpunkt, deren Punkte sich 
bei der Deformation alle in ihnen verschieben, so daß die Linien in 
sich transformiert werden. Den Bedingungen hierfür können wir die 
Form geben: 

(29) M = ^«, B = Äy, w = Xb, 

und wenn wir diese Werte in die Gleichungen (22) einsetzen, so 
werden dieselben: 

(30) a,^x -h («as - ^)S/ + «23^ = 0, 
1 a^^x + a^^^ + {a^^ — X)s = 0. 

Was die Auflösung dieser Gleichungen betrifft, so ist aus der 
Theorie der Flächen zweiten Grades folgendes bekannt. Die Glei- 
chungen sind alle drei nur dann erfüllbar, wenn X eine Wurzel der 
Gleichung dritten Grades: 



(31) 



= 



^31 ^S3 ^a^ ~ ^ 

ist. Zu den drei Wurzeln dieser Gleichung gehören drei Lösungs- 
sjsteme x:y:s der Gleichungen (30), und jedem Lösungssystera 
entspricht eine Hauptachse. Die drei Hauptachsen, die man so findet, 
sind zueinander normal und immer reell, indem auch die drei 
Wurzeln a, ß, y der Gleichung dritten Grades immer reell ausfallen. 

J) Sie stammt gleielifiills von Cauchy, Esercicea de mäthilmatiques, Vol. 3, 
182S, p, 237. 
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Wenn wir nun ein neues Koordinatensystem auf diese Haupt- 
achsen beziehen, so werden die Gleichungen der Deformation einfach: 

(32) u = ux, V = ßy, w = ys, 
also wird die Gleichung der Deformationsfläche: 

(33) ax" + ßf + yz^ = 1, 

und die Gleichungen der Verschiebungsellipsoide lauten: 

(34) cc^x^ + ß^y^ + y''^^ - r\ 

Die Hauptachsen der Deformation sind also auch die Plauptachsen 
dieser Flächen. 

Die Großen u, ß, y nennen wir die Parameter der Deformation, 
Die symmetrischen Funktionen dieser Parameter: 

6^K + ß + y, s^ßy + ya^-Kß, zl ^ aßy 
heißen die Invarianten der Deformation.^) Sie sind die Koeffizienten 
in der Gleichung dritten Grades: 

(31a) A» - 8}} +Bl-A^% 

deren Wurzeln k, ß, y sind. Vergleichen wir diese Gleichung 
mit der früher gegebenen (31), mit der sie identisch sein muß, 
so ergibt sich: 

rf = K + j3 + 7 ^ «1, + ßs3 + %, 
s^ ßy -^ ya -V aß^ ^ßss + ai^a-n + »nßaa ~ 'A% ~ "bi ~ '^\%' 



Es sind nun noch die besonderen Fälle durchzusprechen, die bei 
den reinen Deformationen auftreten können. 

Wenn zwei Wurzeln der Gleichung dritten Grades, etwa a und ß, 
einander gleich werden, dann sind zwei der Hauptachsen insofern 
unbestimmt, als sie nur einer bestimmten Ebene, die zu der dritten 
Hauptachse normal ist, angehören müssen. In diesem Falle werden 
die Deformations fläche und die Verschiebungsellipsoide Rotations- 
fiäehen, und da jetzt: 

u-.v^x-.y 

wird, bleibt jeder Punkt in der Ebene, die ihn mit der Rotations- 
achse der Flächen, nämhch der if-Achse, verbindet. 

Wird a = ß = y, so gelangen wir zu einer Deformation, bei 
welcher alle Punkte sich in der Linie verschieben, die sie mit dem 

1) Vgl. Eankine, Philos. Transactions , Vol. 148, 1866, p. 261, 
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Mittelpunkt verbindet, und zwar um eine Strecke, die ihrem Abstände 
Ton dem Mittelpunkte proportional ist. Wir bezeichnen eine solche 
Deformation als eine radiale Deformation. 

Wenn d ^ wird, so ist zu beachten, daß nach Gleichung (14), 
die in der neuen Bezeichnung lautet: 

S = a^i + a^^ + %, 
das neu eingeführte d mit dem friiher zur Bezeichnung der Volnm- 
dilatation gebrauchten identisch ist. Wird also d = 0, so ändern bei 
der Deformation die Baurateile wohl ihre Gestalt, aber nicht ihren 
Hauminhalt. Wir wollen eine solche Deformation deshalb als eine 
raumgleiehe Deformation bezeichnen. Da jetzt: 

a+ß+y=0 
ist, können wir setzen; 

a = 1 — c, (3 = c — M, y ^a — hf 

wobei von den drei Größen a, i, c eine beliebig bleibt. So erhalten 
wir aber gleichzeitig eine Zusammensetzung dieser Deformation aus 
drei spezielleren, nämlich den in der folgenden Form darstellbaren: 



werden 



W = % + 4^ + Mg, V ^ v^ + v^ + v^, w? = tVj -\- w,^ + ^ 
und 80 ergibt sieh wirklich: 

u = {b — c)x, V = (c — a)y, iv = {a — h)s. 

Die speziellen Deformationen, auf welche wir die allger 
raumgleiche Deformation zurückgeführt haben, bezeichnen wir als 
Doppelscherungen,*) Wir wollen sie an der Hand der Gleichungen: 

kurz diskutieren Es ist zunächst sofort zu sehen, daß diese Doppel- 
Bcheiung wieder eine laumgleiche Deformation darstellt. Sie ist 
dadurch ausgezeichnet daß die "\ eischiebungsricbtung alier Punkte 
senkiecht zur *. Achse ist und die Punkte dieser Achse unverriickt 
bleiben. Es ist also nach unserer Ausdrucks weise eine axiale raum- 
gleiche Deformation. Diese Deformation läßt sich nun leicht auf 
zwei Scherungen zuräekf (ihren. Zu dem Zwecke drehen wir das 

1> Vg-1. Helmholtz' VorlesuEgen , 2. Band, 1902, Krater Teil. 





Mg = hx, »s = 0, w;^ = — is, 




u^^ — cx, V3 = cy, % = 0. 


Für die aus 
die Verschieb 


diesen dreien zusammengesetzte Deformation 
iingakomponenten: 
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Koordinatensystem um die 3;-Aclise durch 45" herura. Dann werden 
die neuen Punktkoordinaten: 

und die neuen Verscliiebungskomponenten: 

" ~ yi Va" 

Somit erhalten wir gemäß den obenstell enden Deform ationsgleichun gen: 

v! = 0, w' = — aä'i w' = — ay'. 
Die so dargestellte Deformation können wir aber sofort zerlegen in 
die zwei Deformationen, deren Gleichungen lauten: 
Wj' "■ 0, v^ = — a^', lü^ — 0, 
Mj' = 0, fg' =< 0, w?ä' = — »)/', 

Dies sind in der Tat einfache Sclierungen, Die Zentralebene ist 
im einen Falle die a;?/-Bbene, im anderen Falle die 3:g-Ebene. Im 
ersten Falle sind die Verschiebungen der Punkte parallel der j/-Ächse, 
im zweiten Falle der g-Ächse. Es sind also die Zentralebenen und 
die Verschiebungsrichtungen iJer beiden Scherungen senkrecht auf- 
einander, und unter dieser doppelten Bedingung setzen sie sich za 
eniei Doppelscherung zusammen, wenn außerdem die Größe der Ver- 
schiebung m Punkten, die gleich weit von der jeweihgen Zentral- 
ebene entfernt smd, dieselbe wird. Von drei Dopp eis eher ungen 
können wir sagen, sie bilden ein Tripel, wenn die zugehörigen, zu- 
einander noinialen Zentralebenen zu zweien zusammenfallen, ao daß sie 
jedesmal aus zweien von drei zueinander senkrechten Ebenen bestehen. 
Dann eigibt sich einfach: Eine allgemeine raumgleiche Deformation 
ist mit einem Tiipel von Dopp eis cherungen identisch. 

Es ist sehr leicht zu sehen, daß irgend eine reine Deformation 
emei raumgleichen Deformation zusammen mit einer radialen Defor- 
mation äquivalent ist. Man kann sie also auch aus einem Tripel von 
Doppelscher ungen, verbunden mit einer radialen Deformation, zu- 



Wenn z/ = wird, ist die Cleichung (31) erfuUt für ;i == 0, 
eine Wurzel, sagen wir y, wird also Null, und die Gleichungen (32) 
werden: 

(32 a) u-=ax, v = ßy, «f — 0, 

während die Deformations - und Verschiebungsflächen Zylinder werden. 
Die Verschiebungen aller Punkte sind dann senkrecht zur s- Achse 
gerichtet, und die Punkte dieser letzteren selbst bleiben unverrückt. 
Wir haben eine axiale Deformation vor uns, deren Mittelachse die 
.3 -Achse ist. 
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Wenn die Deterniinante ^ mit ihren Unterdetermioanten ver- 
schwindet, so werden zwei Wurzeln der Grleiehtuig dritten Grades 
Null, wir können setzen: 

(321)) M = ax, i' = 0, M = 

und erhalten eine einfache Dehnung, die wir als Pressung oder 
Streckung unterscheiden könueu, je nachdem w < oder a> ist. 

Die Gleichungen (32) zeigen nun aber, daß die allgemeinste 
reine Deformation sich aus drei solchen Dehnungen zusammensetzen 
läßt, deren Richtungen zueinander normal, nämlich durch die Haupt- 
achsen gegeben sind.') Je nach den "Vorzeichen von k, /3, y sind 
diese Dehnungen Pressungen oder Streckungen, und hierauf läßt sieh 
eine Klassifikation der reinen Deformationen begründen, bei der vier 
Arten von solchen zu unterscheiden sind, je nachdem in ihnen drei, 
zwei, eine oder keine Streckung enthalten. 

Wir wollen nun die reine Deformation mit einer Drehung um 
ihren Mittelpunkt kombinieren und erhalten so jedesmal eine unreine 
Deformation mit demselben Zentrum. Die Drehung denken wir uns 
gegeben durch ihre Komponenten p, q, r und wollen sie illustrieren 
durch einen Punkt, dem wir die Koordinaten p, q, r gehen und den 
wir als den Drehungspol bezeichnen. Er liegt jedesmal auf der 
Drehachse und sein Abstand vom Zentrum mißt die Dreh- 
geschwindigkeit. Die Koordinatenachsen denken wir una in die 
Hauptachsen der reinen Deformation gelegt, dann wird die Darstellung 
der aus ihr und der Drehung zusammengesetzten Deformation: 

iw = «3; — rj/ + q^, 
w = ~ qa; -|- py + yz. 
Auch diese aUgenieine Deformation besitzt drei Hauptachsen in 
dem Sinne, daß die Punkte derselben sich bei der Deformation in 
ihnen verschieben. Nehmen wir nämlich: 

(36) u = hx, V = ky, tv = /es, 
Bo werden die Gleichungen (35): 

j («-/c)a;-r2/+q5 = 0, 

(37) rx+ (_ß-'k)y~pB = 0, 
1 — q;c -H p«/ -i- (y — Ä;)^ = 0. 

Daraus entsteht durch Elimination von x, y, z wieder zunächst 
eine Gleichung dritten Grades, jetzt für k, die wir ausgerechnet 
schreiben können: 

I) Vgl. Stokea, Trans, of tlie Cambr. Philos. Soe. 8, 1848, p. 287, Papers I 
p. 75, Helmholtz, Joui-n. f. Math, 56, 18Ö8, p. 25, Wiss. AliMlgn, I, p. 101. 
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(38) (« - t)f' +(ß-t)q' + ir- i)r' +(«- 1) (ß - i) fr - 7,) - 0, 
und den drei Wurzeln dieser Gleichung enfaprechen drei Hauptachsen 
der Defonuation. Diese Hauptachsen sind aber nicht mehr zueinander 
senkrecht, ja nicht einmal notwendigerweise alle reell. 

Wir denken uns jedesmal durch den Drehungspol, der zu der 
Deformation gehört, die Parallelen zu den Hauptachsen derselben 
gezogen. Nimmt man nun irgendeinen Punkt auf einer dieser 
Parallelen als neuen Drehungspol, so werden die Koordinaten des- 
selben Ton der Form: 

P' = P + e^> *^ = 1+ QPy r' = r + ps, 
wenn x, y, ein Lösungssystem der Gleichungen (37) bezeichnen. 
Setzt man in den Gleichungen (37) aber p', q', r" für p, q, r ein, so 
bleiben sie vöUig ungeändert, da ja i'y ~ q's = rt/ — q.s wird usw. 
Es kann deshalb auch in (38) p', q', r* für p, g, r gesetzt werden, 
ohne daß die Wurzel h, welche das Lösungssystem x, y, s der 
Gleichungen (37) Uefert, sich ändert. Es liegt also die Parallele auf 
der Regelfläche zweiten Grades, die durch die Gleichung (38) dar- 
gestellt wird, wenn man in derselben dem /, den bestimmten Wert 
gibt und p, q, r als Punktkoordinaten auffaßt Die Gleichung ist 
dann aber dieselbe wie die der „ Ächsenflächen", die wir im 14. Kapitel 
behandelt haben. Wir finden also die dort untersuchte Achsen- 
liongruenz wieder, ihre Strahlen sind jetzt die Parallelen, die wir 
durch einen Drebungspol zu den Hauptachsen der zugehörigen 
Deformation ziehen. Die Achsenkongruenz liefert so das Mittel, 
wenn die Drehung durch den Drehungspol gegeben ist, die Haupt- 
achsen der zugehörigen Deformation zu finden.') 



Siebzehntes Kapitel. 
Die Reyeschen StraMenkomplexe. 

Mit jeder Deformation ist ein Strahlenkomplex aufs engste ver- 
bunden. Es ist der Komplex der Linien, in denen sich die Punkte 
des Raumes bei der Deformation verschieben. Sind ii-%, vt, wr 
die Veränderungen, welche die Koordinaten x, y, s eines Punktes bei 
der Deformation erleiden, so hat ein beliebiger Punkt auf der Ver- 
schiebung slinie dieses Punktes die Koordinaten: 

x' ^x + QU, y' ^y + QV, s' = s ^- pw, 

1) Dieser Lateresaante Zusammeniiaiig' ist aufgedeckt worden von Jolj, 
Trans, of the Irist Acad. Vol. 25, p. 597. 
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wenn p einen veränderücben Parameter bezeichnet. Wir nehmen 
nun an, die Hauptachsen der Deformation seien reell und wollen auf 
diese Hauptachaen schiefwinklige Koordinaten beziehen, die wir mit 
x^, x^, Xg bezeichnen. Entsprechend nennen wir u^r, u^r, u^r die 
Komponenten der Verschiebung des Punktes (x^tW^fa;^) nach den 
Hauptachsen, Dann läßt sich die Deformation in der folgenden ein- 
fachen Weise darstellen: 

und die Koordinaten eines beliebigen Punktes auf der Verschiebungs- 
linie dieses Punktes werden von der Form: 

Xy = X^-\- IfU^, X^' = X^ + QU^, X^ ^X^-\- ßMg 

oder: 

(2) V = (1 + eii)3;i, a^' = (1 + qX^x^, x^ = (1 -\-qX^x^. 

Die Ebenen, welche die Hauptachsen der Deformation paarweise 
verbinden und jetzt die Koordinatenebenen bilden, wollen wir als die 
Hauptebenen bezeichnen. Wir suchen nunmehr die Schnittpunkte 
des durch die Gleichungen (2) festgelegten Eomplexsfcrahles mit den 
Haupt ebenen. Jeder Punkt des Komplexstrahles gehört zu einem 
bestimmten Werte des veränderlichen Parameters p. Pfir die Schnitt- 
punkte des Strahles mit den Hauptebenen muß aber eine der 
Koordinaten verschwinden, und danach sind die zugehörigen Werte 
des Parameters sofort zu bestimmen. Es sind die folgenden: 

^a^ 111 

(3) Qi^^-Y,' ^ä YJ P3 = — 1^- 

Bezeichnen wir die Entfernungen dieser Schnittpunkte von dem 
Pole des Komplexstrahles, d. h. von dem Punkte, dessen Vers 
lioie er darstellt, der Reihe nach mit )\, r^, r^, dann wird: 

(4) ^i^Qii'o, ^i — 9i^o, »'3 = P3»'oj 

wenn wir die Größe der Verschiebung, die der Pol erfährt, r^-r 
nennen. In der Tat folgt aus den allgemeinen Gleichungen: 

^1 — ^1 = ?%> ^2 ~ ^i "^ P^t ^s' ~ % — P**S1 
da£ die Komponenten des Äbstandes der beiden Punkte (x^, x^, x^} 
nnd (Xj^, x^, x^) nach den Hauptachsen das p/t-fache von den Kom- 
ponenten %T, li^r, u^x der Verschiebung des Poles sind. Aus den 
Gleichungen (4) folgt aber; 



oder, wenn wir die Werte der q aus (3) einsetzen: 
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Das Abatandaverhältnia der Schnittpunkte mit den 
drei Haaptebenen ist also für jeden Komplexstrahl dasselbe, 
und wir können einfacli sagen, der Komplex wird gebildet von 
allen Strahlen, für die das Abstandsyerhältnis der Schnitt- 
punkte mit den drei Hauptebenen den gefundenen kon- 
stanten Wert hat. Einen solchen Komplex bezeichnen mr als 
einen Beyeschen Komplex, weil er zuerst von Keye allgemein 
untersucht worden ist.^) 

Nehmen wir in den Gleichungen (2) x^ = 0, so wird auch für 
jeden Wert von p xj — 0. Ein Komplexstrahl, dessen Pol in einer 
Hauptebene Hegt, gehört ganz dieser Hauptebene an, und so sind 
alle Linien in den Hauptebenen Strahlen des Komplexes, denn z. B. 
kann durch die Gleichungen: 

(6) Xy = (1 + pii)a;i, x^' = (1 + Qh)^i 

jede gerade Linie der dritten Hauptebene dargestellt werden. Die 
Gleichung der Linie kann nämlich zunächst in der Form angenommen 
werden : 

(6a) i^x^' + i^x^' ^ 1, 

und definieren wir dann a^j, x^ durch die Gleichungen: 

so gelangen wir zu derselben Gleichung, die aus den Gleichungen (6) 
durch Elimination von p folgt. 

Zu dem Zentrum der Deformation, d. h. dem Schnittpunkte der 
drei Hauptebenen, gehört kein bestimmter Komplexstrahl, vielmehr 
sind diesem Punkte alle Strahlen, die durch ihn gehen, zuzuweisen, 
so daß alle Strahlen durch das Zentrum zu dem Reyeschen Komplex 
zu zählen sind. Nimmt man nämlich x^, x^, x^ sehr klein, p dagegen 
sehr groß, so ist 1 gegen qX^ usw. zu vernachlässigen, und wir 
können schreiben: 

rr/ : X^ : < = i,(p3^0 : ;.,(px,) : l,{r-Cs), 

wenn wir annehmen, daß beim Übergang zur Grenze pa^j, p«3, pa^g 
irgendwelche endlichen Werte annehmen. Durch die vorstehende 
Proportion wird so aber irgendein Strahl durch den Koordinaten- 
ursprung, d.h. das Zentrum, dargestellt. 

Rückt der Pol ins Ünendhche, werden also die Koordinaten 
*i' ^1 *8 ^^ "^^^ Gleichungen (2) unendlich groß, so werden auch 
die Koordinaten x^, x^, xj unendlich groß, d. b, es rückt der ganze 
Komplexstrahl in unendliche Entfernung. Wenn aber nur eine der 



1) Geometrie der Lago, zweite Abteilung, Ei'ste Auflage Hancover 18ß8. 
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Koordinaten x^, x^, x^, etwa x^, unendlich wird, die anderen dagegen 
irgendwelche endlichen Werte annehmen, dann mache mau (1 + q1^ 
so klein, daß x^ auch heim Übergang zur Grenze endlich 
bleibt. Es wird dabei, je mehr man sich der Grenze nähert, mit 
um so größerer Annäherung P = — ,- und damit: 



= (1+^)^" 



a^s' = 1 -i 



■während der Wert von x^ unbestimmt bleibt. Durch diese Gleichungen 
wird irgendein Parallelstrahl zur dritten Hauptachse dargestellt, und 
man kann demnach sagen: Rückt der Pol nach der Richtung einer 
Hauptachse in unendliche Entfernung, so wird der zugehörige 
Komplexstrahl irgendein Parallelstrahl zu der betreffenden Haupt- 
achse und es gehören demnach alle Parallellinien zu den Hauptachsen 
dem Reyeschen Komplexe an. 

Wir fragen nun nach den Komplexstrahlen, die durch einen 
beliebig gegebenen Punkt P' gehen. Sind x^, x.], x^ die Koordinaten 
dieses Punktes, so müssen nach den Gleichungen (2) die Koordinaten 
aij, x^, x^ für den Pol eines durch den Punkt P' gehenden Koinplex- 
sfcrahles den Gleichungen genügen: 

wobei p unbestimmt bleibt. Alle Punkte, deren Koordinaten von 
dieser Form sind, erfüllen aber eine Raumkurve dritter Ordnung, 
denn durch Einsetzen der vorstehenden Werte in die Gleichung einer 
Ebene: 

%Xj + u^x^ + «33:3 = 1 

ergibt sich eine Gleichung dritten Grades für p, also liegen drei 
Punkte der Kurve in der Ebene. Wenn p einen der drei Werte: 

(8) Pi ^' ?ä = "i;' P3 = -^ 

annimmt, wird für den zugehörigen Kurvenpunkt eine seiner Ko- 
ordinaten unendhch groß, die Kurve besitzt also drei reelle unendlich- 
ferne Punkte in den Richtungen der Hauptachsen, und man bezeichnet 
sie deshalb als eine Raumhyperbel.^) Für p = wird «^ = ic/, 
x^ = x^, flig = x^, die Raumhyperbel geht also durch den angenommenen 
festen Punkt hindurch. Für p = 00 wird x^ = 0, x^^Q, x^^^ 0, die 
Raumhyperbel geht mithin auch stets durch das Zentrum hindurch. 

1) So nennt sie Heye in der neuesten Auflage seiner Geometrie der Lage 
nach dem Vorgänge von Seydewitz, dei- „räumliche Hjperliel" sagt. 
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Projizieren wir die Raumlrurve aus dem Punkte P', so ist der 
projizierende Kegel der Komplexkegel des Punktes, nämlich der 
Kegel, den die durch den Punkt P' gehenden Komplexstrahlen er- 
füllen. Die Gleichung dieses Kegels muß homogen und vom zweiten 
Grade in den KoordinatendifFerenzen: 

sein. Wir erhalten aus den Gleichungen (7) zunächst: 



= 1 + 



i.l, V. =1 + 1.1, _^^ = 1 + 1.1. 



Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit: 

^ _ 1 ^ _ -^ 1 — 1 
und addieren sie, so wird: 

w (^-aÄ+(5-i)Ä+e4)Ä=» 

die Gleichung des gesuchten Koraplexkegels. Dieselbe zeigt auf ihrer 
linken Seite, wenn man sie mit i.^ l^ i.^ (x^' — Xj) (x^' ~ x^) Qs^' — x^) 
erweitert, eine homogene quadratische Funktion der Koordiuaten- 
diiferenzen. Wir erhalten dann; 

-f Ag (ili - ;.s) x^' (ar/ — a^i) (x^' — x^) = 0, 

Diese Gleichungsform ^ßt sofort erkennen, daß, wenn eines der 
a^, etwa x^', versehwindet, der Komplexkegel in zwei Ebenen zerfällt. 
Die eine dieser Ebenen hat die Gleichui^ x^' — x^ = oder x^ = 0, 
sie ist also die Hauptebene, in welcher der Punkt P' jetzt liegt. 
Die andere Ebene hat die Gleichung: 

hik - ls)x^'(x^' - x^) + Ag(;,3 - l^)x^'{x,' - Xi) = 0, 
ist also der dritten Hauptachse parallel, und in ihr hegt wie in der 
Hauptebene ein Büschel von Komplexstrahlen, die durch P' gehen. 

Jede gerade Linie geht durch die Deformation wieder in eine 
gerade Linie über. Es ist leicht zu sehen, daß, wenn die neue Linie 
die alte schneidet, beide zu dem Reyeschen Komplex der Verschiebungs- 
linien gehören müssen. Denn der Schnittpunkt S beider Linien muß 
als Punkt der ersten Linie in einen Punkt S' der zweiten Linie 
übergehen, diese ist also die Verschiebungslinie des Schnittpunktes, 
Als Punkt der zweiten Linie aber geht der Schnittpunkt 8 ans einem 
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Paukte S^ der ersten Linie hervor und diese Linie ist somit die 
Vers chiebun galin ie des Punktes jS^, Zwischen den Punkten der beiden 
geraden Linien wird durch die Deformation eine wechselweise ein- 
deutige Beziehung hergestellt, indem jedem Punkte der ersten Linie 
der Punkt der zweiten Linie zugewiesen wird, in den jener durch 
die Deformation übergeht. Diese Beziehung ist derart, daß das 
Abstands Verhältnis von irgend drei Punkten gleich dem Abstands- 
verhälfcnis der drei entsprechenden Punkte wird. In der Tat, sind 
^11 ^2! % ^^^ Vv Vi) Vi ^^^ Koordinaten irgend zweier Punkte, so 
werden die Koordinaten des Punktes auf ihrer Verbindungslinie, für 
welchen das Abstands Verhältnis von den beiden ersten Punkten 
gleich n ist: 

l-i-fi ' 1 + p ' l + j. 
Diese drei Punkte gehen durch die Deformation über in drei Punkte 
mit den Koordinaten: 

(1 + V)^!, (1 + V)a^s, (1 + h-^W, 

(i + V)yi- (i + V)!/2, (i + Vk.; 

und das Abstands Verhältnis des dritten dieser Punkte von den beiden 
ersten ist wieder p.. Sind aber zwei gerade Punktreiben in einer 
Lbene deiart eindeutig aufeinander bezogen, daß das Abstands- 
verhaltniB dieier Punkte in der einen gleich dem Abstands Verhältnis 
dei drei entsprechenden Punkte in der anderen Punktreihe wird, so 
umh illen die Verbindungslinien entsprechender Punkte eine Parabel. 
Diese Verbindungslinien sind hier die Verschiebungslinien der Punkte 
auf der ersten Geraden und gehören somit zu dem Ke je sehen 
Komplex. So finden wir: Die Verschiebungslinien der Punkte 
eines Kompleistrahles liegen in einer Ebene und umhüllen 
eine Parabel.^) Wir denken uns den ersten Komplexstrahl durch 
die Koordinaten x-^, x^, Xg seines Poles festgelegt, dann werden die 
Koordinaten eines beliebigen Punktes auf ihm: 

(1 + ff?.i)x„ (1 + e^iCj, (1 -1- pX,)«3, 

und wenn dieser Punkt wieder als der Po! eines Komplex Strahles 
angesehen wird, so hat ein beliebiger Punkt auf dem letzteren 
Koordinaten von folgender Form: 

■2'i = |i + (9 + e')^i + ee'-^i^l^i! 

^ä = |1 + (p + eO^a + 9e'i/|a^, 

Äg ={1 + (tl + i)')iL3 + &^' i.3^}X^. 

1) ChasleB, Jonrn. de MatL. (1) 4, I839,p, 350. 
Tinieraiüg, Geometrie der KiilCto. 17 
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Multiplizieren wir diese Gleichungen der Keihe naeh mit 



urid addieren sie, so heben sieh p und q' heraus und wir erhalten 
die G-leichung: 

}.^-i^ iL 4. h:zh I?.A.h~h i^ = _ '.''■i- h)ik-K)(\- h) 

oder: 

(10) ^s^-sih-h)-'^- + h>-i(.h-^^)^ + k^Äk-^)i" 

In der durch diese Gleichung für 2j, 2g, % dargestellten Ebene 
liegen alle Komplexstrahlen, die wir so finden. Ea ist leicht zu 
sehen, daß jede Ebenen gleiehung sich auf diese Form bringen läßt. 
Also sind die Komplexstrahlen, die in einer beliebigen 
Ebene liegen, die Verschiebungslinien der Punkte eines 
besonderen in dieser Ebene enthaltenen Eomplesstrahles 
und umhüllen eine Parabel. Diese Parabel muß die drei Haupt- 
ebenen berühren, da die Schnittlinien ihrer Ebene mit den Haupt- 
ebenen wie alle geraden Linien in den Hauptebenen zu dem Reyeschen 
Komplex gehören. 

Läßt man den Pol sich auf einem Strahl durch das Zenti-um 
bewegen, so verschiebt sich der zugehörige Komplexstrahl so, daß er 
seine Kichtung nicht ändert. In der Tat sind die Verrückungen, 
welche die Punkte eines Strahles durch das Zentrum erfahren, alle 
parallel gerichtet. Denn wenn man in den Grleichungen (1) x^, ä^, Xg 
durch QX^^, QX^, qx^ ersetzt, so gehen auch u^, u^, Mg über in pMj, 
0%, pMg, und die Verhältnisse ti^ : tig : ii^, welche die Richtung der 
Verschiebung bestimmen, bleiben ungeändert. Jedem Strahle s durch 
das Zentrum ist so eine Ebene ö zugeordnet, in der die Verschiebungs- 
linien seiner Punkte liegen. Sind x^ x^, Xg die Koordinaten eines 
Punktes des Strahles s, so muß die Ebene S ebenfalls den Punkt 
mit den Koordinaten x^', xj, x^' [Tgl. (2)] enthalten, der auf der 
Verschiebungslinie jenes Punktes liegt. Die Gleichung der Ebene 
lautet sonach in laufenden Koordinaten Sj^, z^, s^: 

(>; - »=) ^ + (4 - i.) f + (1, - ',) ^- - 0. 

Anderseits läßt sich die Gleichimg einer jeden Ebene durch das 
Zentrum auf diese Form bringen. Eine jede solche Ebene enthält 
demnach ein Büschel paralleler Komplexstrahlen, außerdem aber noch 
ein zentrisches Büschel von Komplex strahlen, denn alle Strahlen der 
Ebene, die durch das Zentrum gehen, gehören dem Komplex an. 
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In einer Ebene, die einer Hauptachse parallel ist, liegt, wie wir 
bereits gefunden liaben, ein Büschel von Komplexstrahlen, dessen 
Scheitel einer Hauptebene angehört, außerdem aber gehören alle 
zu jener Hauptachse parallelen Linien, die die Ebene enthält, dem 
ßeyesehen Komplex an, und diese zueinander parallelen Linien bilden 
somit ein zweites Büschel von Komplexstrahlen, die in der Ebene 
liegen. Die Pole der parallelen Komplexstrahlen liegen alle in un- 
endlicher Entfernung, die Pole der Strahlen des zentrischen Büschels 
aber liegen auf einer Parallelen zu der Hauptachse, der die Ebene 
selbst parallel ist. Man erkennt dies sofort, wenn man aus zweien 
der Gleichungen (2), etwa den beiden ersten, p eliminiert. Dann 
entsteht die Gleichung: 

i.^x^x^ — lyX^o:^ = (^3 — X^x-^x^, 

in der wir x^, x^ als laufende Koordinaten anzusehen haben. In der 
so dargestellten Ebene liegt der Komplesstrahl, wie auch die dritte 
Koordinate x^ seines Poles gewählt wird. In dieser Parallelebene 
zur dritten Hauptachse muß sich also der Komplexstrahl bewegen, 
wenn sein Pol eine Paralleihnie zu dieser Hauptachse durchläuft. 

Wir nehmen jetzt insbesondere an, die Deformation, für die wir 
den Komplex der Verschiebungslinien untersuchen, sei eine reine 
Deformation. Dann sind die Hauptebenen zueinander normal, im 
übrigen bleiben alle Sätze, die im vorstehenden für den allgemeinen 
Fall entwickelt sind, unverändert bestehen. Wir wollen aber noch 
die Beziehungen unterBuchen, in denen der jetzt entstehende Reyesehe 
Komplex zu der Deformationsfläche steht. Wir hatten in diesem 
Falle die Gleichungen der Deformation, bezogen auf die nunmehr 
zueinander rechtwinkligen Hauptachsen, in folgender Form angesetzt: 

(11) « = ax, V = ßij, IV = ys, 
die Gleichung der Deformationsfläche wird so: 

(12) ax"^ -t- ßy^ + r^^ = 1- 

Wir wollen für die Verschiebungslinieü gewöhnliche Linien- 
koordinaten j, t), j, I, in, n einführen. Dann haben wir zu setzen: 

(13) i-.Vf :i^ ^i: v.iv = ux : ßy : fs, 
und weiter: 

(13a) I : m : 11 = yj - s^ : ^S - aiä : 3^^ - yj 

= {y-ß)y^ ■■ (ff-r)«« = {ß-a)xy. 

Damit wird: 

(14) h,--^i^-n = <^(y~ß)-ß(.^-r)-v(ß-«), 
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nnd diese Proportion, aus der die von den Linienkoordinaten zu 
erfüllende Identität: 

sofort folgt, können wir als die Darstellnng des Rejesclien Korapleses 
" ,ssen. 
Anderseits erhalten wir für einen Komplesstrahl die den Glei- 
(2) entsprechende Parameter dar Stellung: 

(16) «'-(IH-pi)«, tj-(l + ltß)!l, »' - (1 + PI')«', 

indem wir mit x, y, s die Koordinaten des Poles und mit ai, y', «' 
laufende Koordinaten bezeichnen. Diese Formeln gestatten aber bei 
Heranziehung der Deformationsfläche eine einfache DentuDg. Suchen 
wir nämlich von dem Pole die Polarebeue bezüglich der Deformations- 
fläehe, so erhalten wir für dieselbe die Gleichung: 

wenn wir die laufenden Koordinaten mit x^, j/^, s^ bezeichnen. Denken 
wir uns diese Ebenen gleichung auf die Normalform gebracht: 

cos Kxi-\- cos /i y, + cos vs:^ = ^, 

so ergibt sich für die Eichtungskosinus der Ebenennormalen: 

cosA = ßj^'j), KOS ii,~ ßy-p, co&v = ys-p, 

damit aber werden die Gleichungen (15), wenn wir noch 

machen: 

(16) a^ = X + r cos 1, y' ^^ y -\- r cos (t, ^ = s -{- r cos v, 
und diese Ausdrücke zeigen sofort, daß wir die Verschiebungs- 
linie eines Punktes P bekommen, indem wir ans demselben 
auf seine Polarebene bezüglich der Deformatiousfläehe das 
Lot fällen. 

Suchen wir von der Verschiebungslinie die reziproke Polare 
bezüglich der Deformationsäache, so muß dieselbe in der Polarebene 
des Punktes P liegen, sie kreuzt also die Verschiebungelinie von P 
unter rechtem Winkel. Wenn anderseits zwei reziproke Polaren 
der Deformationsfläebe sich rechtwinklig kreuzen, so ge- 
hören sie dem Reyeschen Komplex der Versehiebungslinien 
an, denn legt man durch die eine von ihnen die Normalebene ji zur 
anderen, so muß der Pol P dieser Ebene auf der letzteren Linie 
liegen (nach der aUgemeinen Eigenschaft reziproker Polaren), diese 
Linie ist also das Lot, das man von dem Punkte P auf seine Polar- 
ebene n fällt, mithin die Verschiebungslinie dieses Punktes. 
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Daraus ist nun weiter zu sehen, daß der Reyesche Komplex 
aus den Hauptachsen aller ebenen Sehnittkurven der 
Deformationsfläche besteht. Denu die reziproke Polare einer 
solchen Hauptachse muß durch den Pol der letzteren bezüglich der 
Schnittkurve, d. h. durch den unendlich fernen Punkt der anderen 
Hauptacbee dieser Sehnittkurve hindurchgehen, sie ist also der zweiten 
Hauptachse parallel und kreuzt die erste rechtwinklig, so daß diese, 
weil sie TOn ihrer reziproken Polaren rechtwinklig gekreuzt wird, in 
der Tat zu dem Reyeschen Komplex gehört. Dieser Komplex wird des- 
wegen von Reje der Achaenkomplex der Fläche zweiter Ordnung 
(in uaeerem Falle der Deformationsfläche) genannt. 

Zu dem Achsenkomplex gehören alle Normalen der 
Deformationsfläche. Wenn wir nämlich den Pol P auf der 
Deformationsfläche annehmen, so wird die Polarebene die 1 
ebene der Fläche in diesem Punkte und die zugehörige "V 
linie die Normale der Tangentialebene in ihrem Berührungspunkte, 
also eine Normale der Fläche selbst. Alle Strahlen des Achsen- 
komplexes kann man erhalten, indem mau die Fußpunkte 
zweier Flächennormalen, die in einer Ebene liegen, ver- 
bindet.^) Sucht man nämlich von dieser Verbindungslinie die rezi- 
proke Polare bezüglich der Deformationsfläche, so ist diese Polare 
die Schnittlinie der Tangentialebenen in den Fußpunkten der beiden 
Normalen. Diese Schnittlinie steht aber senkrecht auf der 
Verb indungs ebene der beiden Normalen und kreuzt somit die 
Verbindungslinie der Norm alenfußp unkte, da diese in jener Verbindungs- 
ebene liegt, rechtwinklig. Die Verbindungslinie der Normalenfußp unkte 
gehört demnach, weil sie von ihrer reziproken Polaren rechtwinklig 
gekreuzt wird, dem Achsenkomplexe an. 

Man kann den Achsenkomples endlich gewinnen, indem 
mau auf jeder Ebene in dem Mittelpunkte ihrer Sehnitt- 
kurve mit der Deformationsfläche das Lot errichtet. Alle 
diese Lote bilden den Komplex. Es ist nämlich die Polarebene 
des Mittelpunktes einer ebenen Sehnittkurve der Ebene dieser Kurve 
parallel, denn dem Mittelpunkte sind alle unendlich fernen Punkte in 
der Ebene der Kurve konjugiert bezüglich der Fläche zweiter Ord- 
nung; durch diese sämtlichen Punkte muß also die Polarebene des 
Mittelpunktes hindurchgehen, d. h. sie ist der Ebene der Schnitt- 
kurve parallel. Die reziproke Polare des Lotes im Mittelpunkte 
muß aber in der gefundenen Parallelebene liegen. Da diese Ebene 
zu dem Lote selbst normal ist, wird dasselbe von seiner reziproken 
Polare unter rechtem Winkel gekreuzt und gehört somit zu dem 
Äehsenkomplexe. 

1) Waelsch, Siteungsber. d. Wiener Akademie II A, Bd. !i5, 1887, p. 549. 
S. dazu ebenda Bd. 97, 1888, p. 583. 
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Durch eine Deformation ist wohl der zugehörige Achsenkomplex 
bestimmt, aber es ist nicht umgekehrt die Deformation völlig fest- 
gelegt, wenn der Achsenkomplex gegeben ist. Um die sämtlichen 
reinen Deformationen zu finden, die zu einem vorgelegten Achsen- 
komplex gehören, beachte man zuerst, daß aUe diese Deformationen 
dieselben Hauptachsen haben müssen. Denn die Hauptebenen, welche 
diese Hauptachsen paarweise verbinden, sind singulare Ebenen des 
Achsenkomplexes, indem alle geraden Linien dieser Ebenen zu dem 
Komplex gehören. Wir denken uns nun den Achsenkomplex durch 
die Deformation gegeben, deren Gleichungen lauten; 

(11) u = ttx, v^ßy, w^ys, 

dann müssen zunächst die Gleichungen jeder anderen Deformation, 
die denselben Achsenkomplex liefert, auf dasselbe Koordinatensystem 
bezogen, von der Form sein: 

(IIa) ii'^cc'x, v' = ß'y, tv' ^'y' z. 

Zufolge der Darstellung (14) des Achsenkomplexes muß aber die 
Proportion bestehen: 

o(r - /5) : |S(« ^ r) : Kl? - ") - «'(7' - f) : |5'(«' - r') : r'tf' - «') 

oder: 

Gemäß dieser Proportion haben wir zu setzen: 

(") i=l+>'. ?-f+''. 7-'+-' 

wobei (1 und v willkürlich bleiben, und damit werden die Gleichungen 
der zweiten Deformation: 

(18) w' ^x, v' — ^^y, iv' — —l-B. 

Die Gleichung der zugehörigen Deformationsfläche schreibt sich 
am einfachsten, wenn wir setzen: 

(19) ^ ^ A, l=B, -^ = C, - = 1, 
sie lautet dann: 

Lassen wir hierin X und /i alle möglichen Werte annehmen, so 
erhalten wir ein Netz von doppelt unendlich vielen flächen zweiter 
Ordnung, die alle denselben Ächsenkomplex liefern und die Reye 
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deshalb als koaxiale Flächen bezeichnet. Gibt man fi einen be- 
stimnitea Wert, macht man etwa n — 'i, so wird durch die Gleichung: 

ebe Schar konfokaler Flachen dargestellt^), und der Achsen- 
komplex wird gebildet von den Normalen der Flächen dieser 
konfokalen Schar. 

Man erkennt auch ans der ursprünglichen Erzeugung des Achsen- 
komplexes sofort die Richtigkeit des folgenden Satzes: Die Pole einer 
beliebigen Ebene für alle Flächen der konfokalen Schar erfüllen eine 
zu der Ebene senkrechte Linie^J, und alle Linien, die man für die 
verschiedenen Ebenen des Raumes so erhält, bilden den zu der kon- 
fokalen Fhichenschar gehörigen Achsen komplex. 

Werden nun in der Gleichung (20a) den Koordinaten x, y, z 
bestimmte Werte erteilt, so wird sie vom dritten Grade für k, und 
denkt man eich die Werte, welche ihre linke Seite für die -verachiedenen 
Werte von X annimmt, graphisch aufgetragen, so erkennt man 
leicht^), daß die Gleichung immer drei reelle Wurzeln hat, für die resp. 
1, 2 oder 3 der Ausdrücke A -\- X, B -\- X, G + X positiv ausfallen. 
Daraus ergibt sich, daß durch einen beliebigen Punkt des Baumes 
drei Flächen der konfokalen Schar gehen und zwar ein Ellipsoid, 
ein eiiisehaliges und ein zweischaliges Hyperboloid. 

Führen wir jetzt durch die allgemeine Ebenengleichung: 

homogene Ebenenkoordinaten %, ij, t,, 9 ein, so wird die in Punkt- 
koordinaten durch die Gleichung (20a) gegebene Fläche in diesen 
Ebeueokoordinaten dargestellt durch die Gleichung: 

(21) {A + lye + iB+):),f + ((7+ ;.)£' = ^'\ 

oder nach X geordnet: 

(21a) {Al^ + Bri' + C^' - 6') + ;.(r + ri' + t') = 0. 

Man sieht also, daß die Tangentialgleichung einer beliebigen 
Fläche der konfokalen Schar durch lineare Kombination aus den 
beiden Gleichungen: 

Äi' + Br^' + Cf - e' ^ 0, V + ri'+t' = 
hervorgeht. 



1) Vgl. Dupin, D^veloppements de güomütrie, 1813, p. 269, Binet, Joum, 
de l'Jiloole poijt., Cah. 16, 1813, p. 59. 

2) Dieser Sata iat ton Chasles, Apercu histotique aur le d^veloppement 
des möttodas en g^omötrie, 1837, p. 387, aufgestellt worden. 

3) Tgl. z. B, Kirchhoff, Mechanik, p. 201f. 
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Wir wollen nun die Taugentialkegel zu bestimmen suchen, die 
von einem beliebigen Punkte P,, mit den Koordinaten x^,, y^, s^ an 
die konfokalen Flächen gehen. Dann hat man der Gleichung (21) 
oder (21a) die Gleichung: 

l«o + vy<i + £^0 = 
hinzuzufügen, welche ausdrückt, daß die Tangentialebene der Fläche 
durch den angenommenen Punkt Pq hindurchgeht. Eliminiert man 
mit Hilfe dieser Gleichung aus (21a) das ö, so erhält man: 

(22) {Al^ + Byi^ + G%' - {x^^ + y^^ + z,Xf} + A{r + V + £') = 0. 
Hierbei sind ^, i;, t, den Richtung skosinus der Normalen auf der 

zugehörigen Ebene proportional und lassen sich auffassen als Ko- 
ordinaten der Ebene innerhalb des Bündels mit dem Seheitel P^. 
Wenn wir uns nun das Koordinatenkreuz irgendwie gedreht denken, 
so gehen |, jj, ^ in neue Werte %', if, %' über, die homogene lineare 
Funktionen von den alten Werten sind und die identische Beziehung: 

(23) i' + ri^ + i^ = %'^-^n" + l" 

befriedigen. Femer können wir uns das neue Koordinateukreuz imd 
bestimmte Größen A', S', C so gewählt denken, daß: 

(24) ^e + ;S,» + CS'"(«,l + 9., + «.9'-^'l" + -B'V" + C'r' 
wird. Dann wird die Schar der Tangentialkegel aus dem Pimkte P,, 
durch die neue Gleichung dargestellt: 

(25) {Ä + 1)1'^ + {B' + X)rl^ + (C" + X)%'^ ^ 0. 

Die Ebenen, welche senkrecht zu den neuen Koordinatenachsen 
durch den Punkt P,, gelegt werden, sind, wie man aus der Form 
dieser Gleichung sofort sieht, die gemeinsamen Symmetrieebenen der 
Tangentialkegel. Die nähere Bedeutung dieser Ebenen erhellt 
folgend er maßen. 

Durch geeignete Wahl von k kann mau einen der Koeffizienten 
in der yorstehenden Gleichung gleich Null machen, z. "B. reduziert 
sich für X = — B' die Gleichung auf: 

(26) {A- - P')r '~{B'- C) £' ^ = 0. 

Diese Gleichung läßt sich aber in zwei Linearfaktoren zerfallen 
und stellt somit einen ausgearteten Kegel, nämlich ein Paar von 
Ebenenbüscheln, dar, deren Achsen sich in Pq schneiden. Diese 
Achsen brauchen aber nicht reell zu sein, denn die Gleichung ist nur 
dann in reelle Linearfaktoren zerfällbar, wenn A' — C und B' — C 
gleiche Vorzeichen haben. Immer reell aber ist die Verb in dimgs ebene 
der beiden Büschelachsen. Dieselbe wird durch |' = 0, ^' = ge- 
geben, denn für diese Werte von |', £' verschwinden die beiden 
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Linearfaktoren der Gleichung. Diese Verbindungsebene ist sonach 
eine von den Symmetrieebenen der Tangentialkegel. Die beiden 
Büscbelacliaen, durch die unendlich viele Tangentialebenen einer der 
konfokalen Flächen gehen, müssen aber zwei Regelstrahlen dieser 
Fläche sein, und ihre Verbindungsebene muß eine Tangentialebene 
derselben Fläche sein und diese in dem Schnittpunkte der beiden 
ßegel strahlen, also in P^, berühren. Die drei Symmetrieebenen der 
Tangentialkegel bilden also die Tangentialebenen der drei durch den 
Punkt Pfl gehenden Flächen der konfokalen Schar, und da diese 
Tangentialebenen aufeinander senkrecht stehen, schneiden sich die 
drei konfokalen Flächen orthogonal Die diei Linien, in denen sich 
die drei Ebenen paarweise duichsehneiden, sind die Normalen der 
drei Flächen in dem Punkte P„ und gehören somit zu dem Achsen- 
komplex. Gleichzeitig sind sie die gemeinsamen Hauptachsen der 
Tangentialkegel. Greifen wir nun aus dei bchai dei Tangentialkegel 
den Tangentialkegel der ursprünglichen Defoimationslläche heraus 
und beachten, daß, was für den einen Punkt Pq gesagt wurde, für 
jeden Punkt des Raumes gilt, so ergibt sieh: 

Der Achsenkomplex wird gebildet von den Haupt- 
achsen der Tangentialkegel, die man aus den verschiedenen 
Punkten des Raumes an die Deformationsfläche legt. 

Nehmen wir an, die Gleichung (26) liefere das reelle Strahlen- 
paar, das auf dem durch den Punkt P^ gehenden einschaligen Hyper- 
boloid der konfokalen Flächenschar liegt, so haben diese beiden 
Strahlen eine besondere Bedeutung für die durch die Gleichung (25) 
dargestellten Eegel. Sie sind nämlich die gemeinsamen Brenn- 
strahlen dieser Kegel^) und den Brennpunkten eines ebenen 
Kegelschnittes durchaus analog. Die Kegel heißen, weil sie die 
Brennatrahlen gemein haben, selbst konfokal und wir finden somit: 
Die Tangentialkegel, die von einem beliebigen Punkte an 
die konfokalen Flächen gehen, bilden eine Schar konfokaler 
Kegel. 

Denken wir uns von irgendeinem Punkte P^ die Normalen auf 
die konfokalen Flächen gefällt, so bilden diese alle durch P,, gehenden 
Komplex strahlen und erfüllen den Kompleskegel dieses Punktes. 
Dieser Kegel ist ein gleichseitiger KegeP), d. h. es liegen auf ihm 
drei zueinander senkrechte Strahlen und damit unendlich viele solche 
Strahlen tripel. Unter diesen wird eines von den Normalen der drei 
durch den Punkt F^ selbst hindurchgehenden Flächen gebildet, ein 
zweites erhält man, indem man durch P^ die Parallelen zu den 
1 Hauptachsen der konfokaien Flächen zieht. 



1) Jlan vgl, noch Jaoobi, .Tourc. f. Math. 12 (1834) p. 137, Werke VII, p. 7, 
S) Vgl. Vogt, Journal f. Math,, Bd. 86 (1879), p, 297. 
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Der gleichseitige Kegel wird überdeckt von imeiidlich vielen 
Uaumhyperbeln, die den Ort der Pole aller durch den Punkt F^ 
gehenden Koniplexstrahlen für je eine der konfokalen Flächen 
bilden. Diese Kurven gehen alle durch den gemeinsamen Mittel- 
punkt der konfokalen Flächen hindurch und nähern sich mit ihren 
ins Unendliche verlaufenden Asten asymptotisch den Richtungen der 
Hauptachsen. Außerdem gehen sie alle durch die Spitze P^ des Kom- 
plexkegeTs hindurch und berühren hier jedesmal den Strahl des Kegels, 
der auf der Polarebene von Pq für die betreffende Fläche der kon- 
fokalen Schar senkrecht steht. So aber ist die Raumburve eindeutig 
festgelegt. Sie hat, vom algebraischen Standpunkte aus gesprochen, 
sechs Punkte mit der zugehörigen Fläche der konfokalen Schar 
gemein, und jeder dieser Punkte, der reell ist, ergibt mit P„ ver- 
bunden eine Normale der Fläche, die durch den Punkt Pg hindurch- 
geht. Anf diese Weise findet das Problem, die Normalen einer 
Fläche zweiter Ordnung zu finden, die durch einen gegebenen Punkt 
hindurchgehen, seine systeraatiBche Erledigung, 
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Ästatik. 

Wir hatten früher gesehen, daß ein System paralleler Kräfte im 
allgemeinen einer Einzelkraft statisch äquivalent ist. Diese Einzel- 
kraft ist mit den parallelen Kräften gleichgerichtet und an Größe 
gleich der algebraischen Summe aller dieser Kräfte. Für ihren An- 
griffspunkt fanden wir einen bestimmten Punkt, den Mittelpunkt der 
parallelen Kräfte. Dann aber zeigte sich, daß die statische Äquivalenz 
nicht abhängig ist von der gemeinsamen Richtung aller Kräfte, daß 
sie somit erhalten bleibt, wenn alle Kräfte einer und derselben 
Drehung um ihre Angriffspunkte unterworfen werden. Für eine 
solche vorstärkte Art der Äquivalenz wollen wir nun ein besonderes 
Wort gebrauchen und sie als astatische Äquivalenz bezeichnen. 
Statt alle Kräfte um ihre Angriffspunkte zu drehen, kann man auch 
das System dieser An griff spunkte als starres Massensystem irgendeiner 
Ortsänderung unterwerfen, während die Kräfte ihre Richtung und 
Größe beibehalten. Bezieht man bei dieser Auffassung die Angriffs- 
punkte und Kräfte auf ein mit dem Massen System bewegliches 
Koordinatensystem, so bleiben in diesem die Koordinaten der Angriffs- 
punkte erhalten, die Komponenten der Kräfte aber ändern sich genau 
so, als ob diese einer gern ein scbaftlichen Drehung um ihre Angriffs- 
punkte unterzogen worden wären. Beide Auffassungen sind also in 
Wirklichkeit gleichwertig. 
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Wenn Il„ die Größe der ^'^^ Kraft in dem System paralleler 
Kräfte ist, x^, y^, b^ die Koordinaten ihres Angi-Iffspunites sind, 
so setzen wir: 

daan sind x, ij, % die Koordinaten des Mittelpunktes der parallelen 
Kräfte, an dem die den Kräften wieder parallele Resultante von der 
algebrai seilen Größe B angreifen muß, damit die Äquivalenz auch nach 
einer gemeinsamen Drehung alier Ki-afte erhalten bleibt. 

Wenn 2Bf^ = wird, ist dae Kräftesystera jedem Kräftepaar 
astatiseh äquivalent, dessen Kräfte den Kräften des Systems parallel, 
aber von beliebiger Größe B^ sind, und von dem der Arm durch 
die Gleichungen: 

(2) B^a='^Bt,x^, B^b^^B^p^., B^c -^y^B^z^ 
bestimmt wird, in denen 

(3) a = x~x', h = y ~-y\ c ^ s - s' 

die Komponenten des Armes bedenten. Die Richtung des Armes ist 
so durch das vorgelegte Kräftesystem eindeutig bestimmt, der An- 
griffspunkt der einen Kraft des Kräftepaares bleibt aber völlig will- 
kürlich. Was die Länge des Armes 

(4) r^ = y«M- h- + c^ 

betrifft, so ergibt sich aus den vorstehenden Gleichungen sofort: 
(ö) E,r, - /[ZHji,]' + [ZB^i^-f+XzSfiJ. 

Das Produkt iJ,, ■ r,, aus Kraft und Arm ist somit durch das vor- 
gelegte Kräftesystem vollkommen bestimmt oder, wie wir sagen wollen, 
eine Invariante des Köftesystems. Wir wollen es als Abs astatische 
Moment des resultierenden Kräftepaares bezeichnen. 

Wir wollen nun auch zwei Kräfte Systeme, die aus nicht parallelen 
Kräften bestehen, astatisch äquivalent nennen, wenn sie statisch 
äquivalent sind und diese statische Äquivalenz sich nicht ändert bei 
einer beliebigen gemeinschaftlichen Drehung aller Kräfte um ihre 
Angriffspunkte (d. h, einer Drehung um gleiche Winkel und um 
parallele Achsen, die jedesmal durch den Angriffspunkt der betreffenden 
Kraft gehen).^) Wir bezeichnen in der (Jaußisehen Weise eine Summa- 

1) Für die folgenden Seiten Bind an vergleicben die betreffenden Absclinitte 
aus naolis teilenden Lehrbüchern: Minding, Eandbueh der theoretischen Mecha- 
nik, 1837, Moebins, Lehrbuch der Statik, 1837, Broch, Lehrbuch der Mechanik, 
1854, Moigno, Le^ona de mecanique analjtique, Statique 1869, Somoff, 
Theoretische Mechanik, 3. Band, 1879, Schell, Theorie dei Bewegung und der 
Krilfto, 2, Aufl., 1879 — 80, Eouth, A treatise oc analjtical Statics, 2. ed.. 
Vol. 2, 1902. 
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tioa, die sich über alle Kräfte eines Systems erstreckt, indem wir die 
zu summierenden Größen ohne Hinznfiigung eines Index in eckige 
Klammem schließen. Es sollen dann die 12 AnsdrÖeke: 

[Xi], [X,], [Xz]; [X],' 

[Yi], [Yy], [Y.]; [Y], 

[Zi], [Zy], [Zz]; [Z], 

in denen die X, Y, Z die Komponenten, die s, y, z die Koordinaten 
für die Angriffspunkte der Kräfte bedeuten, die astatisehen Ko- 
ordinaten des Kräftesystems heißen, und wir stellen zunächst den 
Satz auf: Zwei Kräftesysteme sind asiatisch äquivalent, 
wenn sie in den astatischen Koordinaten übereinstimmen. 
Um den Satz zu beweisen, sehen wir zunächst zu, wie die astatischen 
Koordinaten sich bei einer gemeinsamen Drehung aller Kräfte ändern. 
Bei einer solchen sind die neuen Kräftekomponenten X./, Y^', Z^,' durch 
die Gleichungen festzulegen: 

X^'—K^Xj+ffisYj+KgZj, 

(6) Y.J^ß,X^ + ß,Y^+ßil^, 

Z;/= J'iXj-f ^-gY;, + )'sZp. 

Damit wird auch: 

(7 a) [S'] = aj [X] + a, [Y] + «, [Z] usw. 

und ferner: 

[X'x]_«,[Xi] + a,[Yx] + »,[Zx], 

(7 b) [Y'i]_ft[X,] + ft[Ti] + ft[ZiJ, 

[Z'x]_),,[Xi] + r,[Yxl+r.[Zx], 

Daraus ist zu sehen, daß, wenn die asiatischen Koordinaten 
zweier Kräftesysteme übereinstimmen, sie auch übereinstimmen, nach- 
dem man alle Kräfte beider Systeme einer gemeinschaftlichen Drehung 
unterzogen hat. Wenn aber zwei Kräftesysteme in den astatischen 
Koordinaten übereinstimmen, so stimmen sie sicher auch in den 
statischen Koordinaten: 

[X], [Y], |Z], [Zy]-[Y.], [Xz]-[Zx], [Yx] - [Xy] 

überein, sie sind also statisch äquivalent, und damit ist der Satz be- 
wiesen. 

Wir wollen nun auch den umgekehrten Satz beweisen, daß zwei 
Kräftesysteme in den astatischen Koordinaten übereinstimmen, wenn 
sie astatisch äquivalent sind. Zu dem Zwecke bemerken wir zunächst, 
daß, wenn wir die Richtungen sämtlicher Kräfte des einen Systems 
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umkeliren, ohne sie im übrigen zu ändern, wir aus beiden Systemen 
zusammen ein System erhalten, das im statischen Gleichgewichte ist 
nnd im Gleichgewichte bleibt, wenn wir alle Kräfte einer gemein- 
samen Drehung unterwerfen. Von einem solchen System sagen wir, 
es sei im astatischen Gleichgewicht. Da bei der Umkebrnng 
der Kraftrichtungen alle astatischen Koordinaten ihr Vorzeichen 
wechseln, so verlangt der zu beweisende Satz nichts anderes, als daß, 
wenn ein Kräftesystem im astatischen Gleichgewichte ist, 
seine sämtlichen astatischen Koordinaten verschwinden. Denn 
wenn die astatischen Koordinaten zweier Kräftesysteme gleich sind 
und man die Kräfte des einen mit den entgegengesetzten Kräften des 
anderen vereinigt, so hat man öie entgegengesetzten astatischen 
Koordinaten des einen zu den entsprechenden astatischen Koordinaten 
des anderen hinzuzufügen, und es ergeben sich überall die resultierenden 
Koordinaten gleich Null. 

Wenn nun ein Kräftesystem im statischen Gleichgewichte ist, 
so muß: 

W [X]-0, [Y]-0, [Z]_0, 

[Z;]-[Y.], [I.] = [Z,], [Ti]_[Xy] 

sein. Bleibt das Gleichgewicht bei einer Drehung der sämtlichen 
Kräfte um die Richtung der s-Achse erhalten, so muß gemäß den 
obigen Formeln, in denen man jetzt y^, y^i Si /^a = und ;-,,== 1, 
femer Kg = — ß^, ß^ = Kj zu machen hat, auch: 

[Y',]-[X'y] Oder ft[Xz] + «.[Yi] - .,(Xy] - /3,[Y,] 
für jedes a^ und entsprechende ß^ werden, mithin: 

[Y,] _ - [Xx]. 
Ebenso ergibt sich aber bei einer Drehung um die x- und y-Achse: 

[Z.] --[¥,], rXs]--[Z4 
Diese Gleichungen sind nur dann vereinbar, wenn: 

(b) [Xi], [Xy], [Z.]_0 

werden. Wir woUen ferner für die Drehung eine unendlich Meine 
Drehung um eine behebige Achse wählen. Dann haben wir, wenn x 
eine sehr kleine Größe bedeutet, die Transformationsgleichungen : 
Xj/ = X;, - rirYp + qrZ;,, 
Y; = rirXp + Yp - piZ^, 
Z^' = - qrX,, + pirY^, + Z^, 

und die Gleichung [Y'x] = [X'y] ergibt demnach mit Rücksicht 
auf (a): 

r[Xx]-p[Zi]_q[Zy]-r[Yj], 
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d.h. mit Rücksicht auf (b): 

- p[Zi] - aPj], 

also weil p und q willkürhcli bleiben: 

(o) [Zi]-o, [Zr]-o. 

Ebenso findet man: 

(d) [Xj]-0, [X.]_0, [Yz]_0, [Tx]-0, 

womit der Satz bewiesen ist. 



ein Kräftesystem zu 

Kräften besteht und 

.quivalent ist. Von den 

werden, 



Unsere nächste Aufgabe wird nun 
finden, das aus möglichst wenig, nämlich dre 
einem vorgelegten Kräftesystem astatisch 
drei Kräften dürfen die Richtungen beliebig 
dadurch aber sind die Kräfte vollständig und eindeutig bestimmt. 
Um dies nachzuweisen, verfahren wir wie folgt: Wir bezeichnen die 
Ricbtungekosinus der drei Kräfte mit k, ß, y; a', ß', y'; a", ß", y". 
Ihre Größen nennen wir M, R', JR" und die Koordinaten ihrer 
Angriffspunkte X, y, B\ 3!, »/, s'; x", «/', s". Dann verlangt die astatische 
Äquivalenz zunächst, daß: 

iRa^R'a' + B"i^' = iX\, 

(8) \llß^n'ß' + B"ß" = {r^, 

\ Ry + E'y' + R"y" = [Z] 

wird. Aus diesen drei Gleichungen lassen sich, wenn, was wir an- 
nehmen wollen, die drei Kräfte nicht einer Ebene parallel sind, die 
Werte B, R', R" in eindeutiger Weise berechnen. Sind sie ^ 
so berechnet man die Koordinaten der Angriffspunkte aus drei v 
Gieichungssystemen, von denen das erste lautet: 



[ liax + E' k' x' + R" a" x" = [Xx], 

(9) Rßx + R' ß' x' + B" ß" x" = [Yx], 

[Ryx+ R'y'x' + R" y" x" =-[Zx]. 

Aus diesem Gleichungssysteme gehen X; x', a;" und aus den beiden 
anderen analogen Systemen in gleicher Weise y, «/, y" und s, /, s" 
in eindeutiger Weise hervor. 

Nehmen wir insbesondere die Richtungen der drei Kräfte auf- 
einander senkrecht an, so finden wir aus den vorstehenden ölei- 
chimgen (9) den Wert von x, indem wir sie mit k, j5, y multipli- 
zieren und addieren. Da: 

a-^ + ß' + y'^ 1, «ß' + ßß' + yy' = 0, aa" + ßß" -f- yy" = 
ist, ergibt sich dann: 

E-a;-[Xi]« + [Yi],J + [Zx],. 
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Aus den Gleichungen (8) folgt aber auf dieselbe Weise: 
(10) B - [X]. + [Y]/S + [Z]r. 

Dividierea wir die beiden gefnndenen Gleichungen, so erbalten 
wir den Wert von x. Der entstehenden Gleichung fügen wir sofort 
die entsprechenden Gleichungen für y, s hinzu und haben dann: 

i [Xs]c. + [Yx]^ + [Z^] r 

* [X]« + LY]|3 + [Z]r 
„ [X y]^ + [Yr]p+[Z7]y 
y [X]« + [Y]^+[Z]y 

. [Xg]..+ [Yz]ff + [Z ajy 
[X]a + [Y]^ + [Z]y 

Die Kraft, deren Eicbtungskosinus a, ß, y sind, deren Größe R 
durch die Gleichung (10) gegeben wird, und deren Angriffspunkt die 
aus (11) hervorgehenden Koordinaten x, p, s bat, nennen wir die 
Komponente des Kräfteaystema nach der durch die Kichtungs- 
koainus a, ß, y festgelegten Richtung. Die Bedeutung dieser Kom- 
ponente erhellt noch weiter aus folgender Bemerkung. Setzen wir: 

R^ = X^, K + Y,. ß + Z^r, 
so wird: 

(10a) M =-^M.,, 

und die Gleichungen (11) können wir schreiben: 

[,iia; X- ^jj^-, y- ^^^ , s- ^^-^ 

Dies bedeutet aber: Nehmen wir von den einzelnen Kräften des 
Systems die Komponenten H^ nach der durch die Kosinus a, ß, y 
fixierten Richtung und vereinigen diese Komponenten als parallele 
Kräfte, deren Angriffspunkte mit denen der Kräfte des gegebenen 
Systems übereinstimmen, ku einer resultierenden Kraft, so ist diese 
die Komponente des gegebenen Kräfteaystems nach der betreffenden 
Richtung. Daraas erkennt man auch, daß Angriffspunkt und Große 
der Komponente nicht von der Wahl des zugrunde gelegten 
Koordinatensystems abhängen. 

Aus der Formel (11) folgt, daß insbesondere die Komponenten 
des gegebenen Kräftesystems nach den Koordinatenachsen in den 
Punkten augreifen, deren Koordinaten folgende Werte haben: 



(12) 



Sä, 

m 


.^Ig^' 


'■ [JfJ 


m' 






[Z]' 


,1 - ["'1, 


'> LZ] 
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während die Größen dieser Komponenten 

PI- i^]' p] 

Die Gleichungen (11) zeigen femer, daß der Angriffspunkt der 

Komponente immer in einer bestimmten Ebene liegt, die wir die 

Zentralebene des Kräftesysteme nennen.^) Denn wir können «, ß, y 

aus diesen Gleichungen eliminieren und erhalten dann die Gleichung: 

X [Xi] [Yi] [Zj] 

j Py] [Yy] [Zj] 
2 p.l |\'^J [Z^] 

1 [X] [Y] [ZJ 

als Gleichung der Zentraiebene, welcher Gleichung wir mit Rücksicht 
auf die Formeln (12) auch die Gestalt geben können: 



(13) 



= 



(13a) 



y yx Vi Vt 



1 1 



In der Tat ist es klar, daß auch die Angriffspunkte der Kom- 
nach den Koordinatenachsen in der Zentral ebene liegen 
müssen und diese Ebene sonacii durch die Punkte mit den Ko- 
ordinaten «i, !/„ s^^; x^, y^f «aj x^, «/j, Sg hindurchgehen muß. 

In der Gleichung (10) sind [X], [Y], [Z] die Komponenten der 
statischen Resultanten des Kräftesystems und die Formel zeigt, daß 
die Größe der Komponente gefunden wird, indem man jene Resultante 
auf die Richtung, nach der die Komponente zu nehmen ist, projiziert. 
Die Komponente wird also am größten, wenn man die Eichtuug der 
Komponente mit der Richtung der Resultante zusammenfallen läßt, 
wenn man also annimmt: 

[S_ m .,_ [5L 



ym'+m-+[zi" 



yiiT+m"+[Z]' 



'y[xp+[Yi'+[z]'' ^ 

Dann wird: 

(14) E-Y[X]'+lY]'+m' 

und nach (LI) werden die Koordinaten J„, y^, 2o des Angriffspunlttes : 
1 ^ rXi][X ] + [Yi][YJ + [Zi][Z] 



(15) 



"[x]'+m'+[Z]' 

[Xj1[X] + [Y;][T] + [Zj][Z] 
[X]' + mH[Z]" 

[X,][X] + [Yz][Y] + [Za][Zl 
[X]'+[Y]' + [Z]" 



1) Min ding, Joum. f. Matb., Ed, 15, 



, p, 27. 
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Dieser Punkt ist der Mindiugsche Zentralpunkt des Kräfte- 
systems.^) Mit Rücksicht auf die Formeln (12) wird: 

wenn wir die frühere einfachere Bezeiehniing [X] = X, [Y] = Y, 
[Z] = Z wieder einführen. Da das KoordinatenBystem beliebig gewählt 
ist, die Richtungen der Koordinatenachsen also irgend drei zueinander 
normale Richtungen Terireten, so zeigen die letzten Formeln: Nimmt 
man die Komponenten des Kräftesystems nach irgend drei 
zueinander normalen Richtungen und denkt sich in den An- 
griffspunkten dieser Komponenten Massen angebracht, die 
jedesmal der ins Quadrat erhobenen Größe der betreffenden 
Komponente proportional sind, so ist der Schiverpunkt dieser 
Massen allemal der Mindingsche Zentralpunkt.^) 

Zu dem statischen Vektormomente des Kräftesystems für einen 
Punkt, das wir früher betrachtet haben, führen wir jetzt hoch das 
astatische Vektormoment des Kräftesystems für eine Ebene ein. 
Um dieses Moment zu bilden, leiten wir aus jeder Kraft des Systems 
einen Vektor ab, dessen Richtung mit der Richtung der Kraft Über- 
einstimmt, während wir seine Länge gleich dem Produkte aus der 
Größe der Kraft und dem Abstände ihres Angriffspunktes von der 
Bezugsebene machen. Vereinigen wir die so gefundenen Vektoren 
nach der Regel für die Addition der Vektoren zu einem einzigen 
Vektor, so stellt dieser das Vektormoment des Kräftesystems für die 
betreffende Ebene dar. Während das statische Moment für einen 
Punkt ein Flächenvektor war, ist das astatische Moment für eine 
Ebene ein Linienvektor. Wir wollen sofort den analytischen Ausdruck 
für dieses Moment geben. 

Die Gleichung der Bezu^ebene denken wir uns in der Form 
geschrieben: 

(16) ix + nv + i'-«-o 

und setzen noch: 

(17) a-Vt'TW+?. 

dann wird der Abstand des Punktes mit den Koordinaten .Ty, j/o, ^^ 
von der Ebene: 

^ _ Ja;e + Tiyg + S^t; - e 

Fe— e "' 

1) Minding, Joum. f. Math., Bd. 14, 1835, p. 289. 

S) Padeletti, Rendic. delV Aocad, di Napoli, Vol. 23, 1884, p. 29. 
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und es sind die Komponenten des zn bildenden Vektors: 

X(,Pe, Y^,p^„ Zgpf,, 
wenn X^, Y^, Z^ die Komponenten der in dem Punkte angreifenden 
Kraft darstellen. Wir haben nun für p^ den davorstehenden Wert 
einzusetzen und die Summe Ober alle Kräfte des Systems zu bilden. 
Nennen wir demnach Sl, H, Z die Komponenten des resultierenden 
Vektormomentes, so erhalten wir für dieselben die Gleichungen: 

I og- [Xx]i + pij], + [s.]s-[X]e, 

(18) <.H-[Yi]|+[Yj],+ [Yz]g-[Y]e, 
l»Z_[Zx]| + [Zy], + [Zz]S-[Z]e. 

Die Länge des Vektors, welcher das Vektormoment des Kräftesystems 
repräsentiert, nennen wir das skalare Moment des Kräftesystems 
für die betreffende Ebene und bezeichnen es mit 2, so daß: 

(19) z=y^^+ ip+ 7j 

zu setzen ist. 

Wir wollen nun über das Koordinatensystem in besonderer Weise 
verfügen. Wir wählen die Zeatralehene zur a;;/- Ebene und den 
Zentralpunkt zum Koordinatenursprung. Die Gleichung (13) der 
Zentralebene reduziert sich aber auf ^ = 0, wenn: 

(«) P^], [Y^], [Zz]_0 

wird. Sollen ferner nach den Formeln (15) die Koordinaten des 
Zentralpunktes a^Q, y^, S|, = werden, so müssen noch die zwei Glei- 
chungen: 

, j[Xi][X] + [Y,][Y] + [Zx][Z]-0, 

^'^' UXy][X] + [Yj][Y] + [Zy][Z]-0 

hinzukommen. Setzen wir unter diesen Voraussetzungen in die Glei- 
chung für das skalare Moment 2 die Werte für S*, H, Z aus (18) ein, so 
ergibt sich die Gleichung: 

(äO) (!-+,■+ g>)2;'- ([Xi]| + [Xy],)'+ |lYx]| + [Yy],|' 

+ ([Zi]$+[Z ,],)'+ {[X]-+[Y]-+[Z]')e', 
oder: 

(20a) (f-H >;^+ r)^'= * + P^'Ö^ 

wenn wir: 

(r) -«>_[X]'+[Y]' + [Z]', 

*- {[Xi] l + LXy],|>+ |[Yi] I + [Yy],l'+ {[Zi]| + [Zy],)' 

setzen. Sehen wir '%, vj, 6 als Koordinaten einer geraden Linie in 
der j;?/-Ebene an, nämlich der durch die Gleichung: 
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gegebenen Linie, so wird: 

= 0' 

die Gleielimig einer Ellipse in Linienkoordinaten. Demi dieser 
Gleichung zweiten Grades läßt aicii, da ^ als Summe von drei 
Quadraten erscheint, nur unter der Voraussetzung 8 =^ genügen, 
und der Koordinatenureprung, der durch die Gleichung 9 = gegeben 
wird, ist der Mittelpunkt der Kurve, da mit | : 0, ij : auch —1:0, 
— t; : 9 die Gleichung befriedigen. Da also durch den Mittelpunkt 
(ß = 0) keine reellen Tangenten (d. h. keine reellen Asymptoten) des 
Kegelschnittes gehen, ist er. in der Tat eioe Ellipse. Legen wir die 
X- und «/-Achse in die Hauptachsen dieser Ellipse, so wird ihre 
Gleichung von der Form: 

i"l'+ «¥-"', 

und damit erhalten wir bei dieser Wahl des Koordinatensystems: 
was bedeutet, daß: 

wird, wobei wir P^ > Q^ voraussetzen wollen. 
Die Gleichung (20a) wird jetzt: 

oder: 

Durch diese Gleichung wird, wenn wir in ihr .2 als konstant 
ansehen, eine Fläche zweiten Grades in Ebenenkoordinaten dargestellt. 
Die Gleichung derselben Fläche in Punktkoordinaten lautet: 

_j!_ __ _ 



(21) S'-P^+S^-O^'^l 



Lassen wir hierin 2J nach und nach alle möglichen Werte an- 
nehmen, so erhalten wir die sämthchen reellen Flächen einer koii- 
fokalen Flächenschar. Die Ebenen konstanten skalaren 
Momentes umhüllen also die Flächen einer konfokalen 
Flächensehar. Das Moment wird Null nur für eine reelle Ebene, 
nämlich nur dann, wenn in (20c) §, ij, ö = werden. Die Gleichung 
dieser Ebene lautet s == 0, es ist also die Zentralebene. 

Gemäß den Gleichungen (k) können wir bei Zugrundelegung 
dieses besonderen Koordinatensystems setzen: 
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|[Xi]-P«„ lX,-]=e.„ [Xz]=0; [X]_B«„ 

(22) [Ti]-P|?„ IY,]-Qß,, [Ye]-0; tY]_iäft, 
l[Zx]-P,„ [Zy]_ö,„ [Zz]-0; [Z]-Ji7,. 

Die Gleichungen (/5), (y), (5) gehen dann über in: 

(23) «,^+ ftH rs'= 1, «»«1 + A^, + rayi = 0, 
l«s'+ A'+ r/= 1, «1% + ^i^s + ri?2 = 0- 

Diese Po^Tnehi zeigen aber, daß a^, ß^, y^; Kg, ß^, y^; a^, /3j, y^ 
die Riehtungskosinua dreier zueinander normalen Richtungen sind. 
Wir können also die Kräfte so nin ihre Angriffspunkte drehen, daß 
die astatiaeben Koordinaten, nach dem Schema der Formeln (22) ge- 
ordnet, die folgenden werden: 

P, 0, 0; 0, 

0, Q, 0; 0, 

0, 0, 0; B. 
Geben wir nämlich Ton diesen Koordinaten werten aus und unter- 
werfen die Kräfte einer gemeinsamen Drehung, so erbalten wir nach 
den Formeln (7a) und (7b) die neuen astatiscben Koordinaten: 






■R«8, 



^y«: 



also genau die Werte (22), 

Es ist an dieser Stelle noch zu bemerken, daß das skalare Moment 
seiner Definition nach durch eine gemeinsame Drehung aller Kräfte 
des Systems nicht geändert wird. Denn unterwirft man eine AnzaU 
Vektoren einer gemeinsamen Drehung, so dreht eiuh der resultierende 
Vektor mit und seine Läage ändert sich nicht Mit dem skalaren 
Moment bleibt auch die konfokale Fläcbenscbar bei einer Drehung 
aller Kräfte uugeändert. Damit steht in Übereinstimmung, daß ihre 
Gleichung von den Riehtungskosinua, die in den Formeln (22) vor- 
kommen, unabhängig ist. 

Setzt man jetzt in die Formeln (11), die für die Koordinaten 
des Angriffspunktes einer Komponente des Kräftesystems gelten, für 
die astatiscben Koordinaten die Werte (22) ein, so wird: 

P t..^ + ft/? 4-7,7 
,._9_ ^^±M+M ^_n 
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Bilden wir diese Formeln noch einmal für die Koordinaten xJ, 

y' , g' des AagrifFspunktes der Komponente nach einer anderen 

Richtung, die durch die Rlchtungsiiosinus d ß' y' charaliterisiert ist, 
so ergibt sich: 



yy^ 



(^ {a,<z + ß,ß + y,r) («2«' + feg' + r.r') 
■ E ^ ■ (s« + ß,ß + -M) («=«' + ß,ß' + 7,7') 



und hieraus folgt, da auch k^, «g, ß^; j3,, (3a, (S^; y^, y^, y^ die 
Kichtuugskosinus dreier zueinander normalen Richtungen darstellen: 

^' + ßß'+y7' 



Sind die beiden Richtungen, nach denen die Komponenten ge- 
nommen werden, zueinander normal, so wird: 

cia'+ßß'+yy'=0 
und damit; 

(24) ??; + ö:__jL. 

Diese Gleichung sagt aus, daß die beiden Angriffspunkte in der 
a:j/-Ebene, d. h. der Zentralebene, einander konjugiert sind in dem 
Antipolar System der Ellipse, die durch die G-Ieichuug: 

(25) i + -$-i-. 

gegeben wird. (Man bezeichnet als Antipolare eines Punktes die 
gerade Linie, welche der Polare des Punktes parallel ist und zu ihr 
symmetrisch bezüglich des Mittelpunktes der Ellipse liegt. Zwei 
Punkte sind einander konjugiert ^'n dem Antipolarsystem, wenn der 
eine auf der Antipolare des anderen liegt.) Die Angriffspunkte 
der Komponenten nach drei zueinander normalen Rich- 
tungen bilde-n somit in der Zentralebene die Ecken eines 
Dreiecks, dessen Ecken einander paarweise in dem Antipolarsystem 
konjugiert sind, das also ein Poldreieek dieses Antipolar- 
systems ist.^") 

Aus den Formeln (22) leiten wir die folgenden Werte für die 
statischen Koordinaten des Kräftesystems ab: 

(26) X=JJ«s,Y^B/53,Z=J?j.3,L=$j'3,M=-P7i,N=Pft-^ßs. 

Der Parameter der dnrch das Kräftesystem repräsentierten Dyname 
ist durch die Formel definiert: 
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_ LX-]-a[Y 4-NZ 

somit ergibt sich hier: 

j. _ eri'^3"J'r,fe + (J^P.-g",)7i _ (ftya-riP,)P4-(r.".-".y»)e 
'^— R ~ s ' 

Es ist aber y^^h ~ '^aJ'a ^^'^ zweite ßichtungskosinus der Richtung, 
die auf den durch u^, ß^, y^ und £%, ß^, y^ gegebenen Eichtnngen 
senkrecht ist, d. h. nichts anderes als /5^. Ebenso wird ß^y^ — y-^ß^ = — a^ 
und wir erhalten: 

(27) /.= ^^^M. 

Ist das Kräftesjstem einer Einzelkraft statisch äquivalent, so 
wird fe = und somit: 

(28) ß„P = /3jg. 
Wir können dann aber setzen: 

L = Z»,-Y3, M = X,s-Za:, N = Ya: - Xy, 

wenn x, y, s die Koordinaten irgendeines Punktes auf der Wirkungs- 
hnie der Kraft sind. Nehmen wir für diesen Punkt den Schnitt- 
punkt der Wirkungslinie mit der j/g-Ebene, setzen also a: = 0, so er- 
halten wir: 

N = -X;/, M = X5 
oder gemäß (26): 

(28a) Pßi- Q<x^= - lia^y, ~ Py^^ lia^0. 

Multiplizieren wir die erste dieser Gleichungen mit P, so können wir 
sie mit Kücksicht auf (28) schreiben: 

(f -«■)/;, --Pü«,!;. 

Quadrieren wir diese Gleichung und dividieren wir sie durch P^— Q^, 
so bekommen wir, da wegen (28) (P^— ö^)/3i^= P^(j3,^— k^^) wii^d: 

Aus der zweiten der Gleichungen (28a) folgt unmittelbar: 

y^^-B^cc^"'^,- 

Addieren wir die so gefundenen beiden Gleichungen, so erhalten wir, 
da ^1^+ J'i^= 1 — %^ wird: 

Es ist aber auch: 
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und damit reduziert sicK die letzte Gleichung auf: 

(29) p5ir^ + pi= j^' 

Ebenso fiudot man für den Sclmittpunkt der Wirkungslinie mit der 
a:s-Ebeae: 

(29.) -F^ + W-i--- 

"Wir seilen also, daß die Wirkungsliaie der resultierenden 
Einzelkraft immer zwei bestimmte Kegelschnitte trifft, Ton 
denen der eine, in der ?/^-Ebene gelegene, eine Ellipse, der 
andere, in der s^^-Ebene gelegene, eine Hyperbel ist, und zwar 
erkennt man leicht, daß von diesen in zwei zueinander senk- 
rechten Ebenen liegenden Kegelschnitten jeder durch die 
Brennpunkte des anderen gebt. Die Tangentialgleichungea der 
beiden Kegelschnitte lauten: 

und diese beiden Gleichungen gehen aus (20 c) hervor, wenn man 
darin einmal 2;^=P^ und das andere Mal 11''= Q^ macht. Die 
beiden Kegelschnitte sind also als zwei ausgeartete Flächen in der 
Schar konfokaler Flächen enthalten und heißen die Fokalkurveu 
dieser Flächen.*) So können wir den von Minding herrührenden 
Satz^} aussprechen: Bringt man durch eine gemeinsame Drehung 
aller Kräfte um ihre Angriffspunkte das Kräftesystem in 
eine solche Lage, in welcher es einer Einzelkraft statisch 
äquivalent wird, so trifft die Wirkungslinie dieser Kraft die 
beiden Fokalkurven der konfokalen Flächenschar, 

In einer beliebigen Lage ist das Kräftesystem nicht einer Einzel- 
kraft äquivalent, sondern liefert eine allgemeine Dyname. Wir wollen 
die Verteilung der Zentralachsen dieser Dynamen im Räume unter- 
auchen. Da es dreifach unendlich viele sind, entsprechend den drei- 
fach unendlich vielen mögliehen Drehungen des Kräftesystems, bilden 
die Zentralachsen einen Linienkomplex, und wir stellen uns die Auf- 
gabe, die Gleichung dieses Linienkomplexea herzuleiten. Wir bezeichnen 
zu dem Zwecke mit g, t), j, f, m, n die Koordinaten der Zentralachse 
für irgendeine Lage des Kräftesystema. Es wird dann: 



1) Sie sind zuerst behandelt worden von Dapin, Developpementa de 
Qi5oinötrie, 1818, p. 277, ater ia ihrer vollen Bedeutung zuerst erVaant von 
Chasles, Aper9n historique etc. (1837), Note XXSI, 

2) Mißding, Jonm. f. Math. 15, p. 27. Vgl. dazu u. a. Cliryatal, Trans, 
of tlie E. Soo. of Edinburgh, XXIX, 1880, p. 519, Tait, ibid., p. 675, Plarr, 
ProceediugB of the E. Soc. of Edintorgii XI, 1882, p, 528 und Äator, Nour. 
Äncales de Math. (3) VII, 188S, p. 38. 
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E : 5 : ä : 1 : m ; n = X : Y : Z : L - feX : M - n^ : N - ^Z, 

wobei auf der rechten Seite die Werte von X, Y . . . aus (26) und 
der Wert von 7c ans (S7) einzuaetzeu sind. So ergibt sich z. B.: 

Es ist aber y., = a^ß^ — /3gKj, mitbin wird; 

L-hX^ci.a^P-a,ß^Q 
oder: 

und ebenso: 

Bm = ß,Fi - ß^Ql^, Bü ^ rs-P? - n Ö9- 

Quadriert und addiert man diese drei Gleichungen, so ergibt sieb mit 
liüeksiebt auf (23): 
(30) E'{V + m^ + n') ^ P'f + Q't)' 

als Gleicbimg des gesucliten Komplexes, der sonacb vom zweiten 
Grade ist und den wir als Darbouxsclien Komplex bezei ebnen. '^) 
Wir wollen nachweisen, daß in jedem Strahle dieses Kompleses 
sieb zwei zueinander senkrechte Berührungsebenen der beiden Fokal- 
kurven schneiden. Wir geben am besten von der Bemerkung aus, 
daß, wenn zwei Ebenen die Gleichungen haben: 

ux +vy +i(;s = 1, u' x + v' y -ir w' s = 1, 

die Koordinaten ihrer Schnittlinie mit Hilfe eines Proportionalitäts- 
faktors Q in folgender Form angesetzt werden können (S. 93): 

(a) qI--=u~-ii', Qin^v—v', pn=w— w', 

Q-f. = vtü' — i,i}v' , pV) =-icu' —Uli:', Q^ =uv' —vu'. 

Berühren die beiden Ebenen je eine der beiden Fokalkurven, so wird: 

und sollen außerdem die beiden Ebenen aufeinander senkrecht sein, 
so wird noch: 

(B) un'+vv'+iCiv'^O. 

Zufolge der letzten Gleichung wird gemäß (a): 

ll El- ist von Darlious 1. c. gefunden worden. 



(A) 



y Google 



Der Darboussche Strahlen komples. 281 

ferner wird wegen derselben Gleiclmng: 

Diese beiden Gleichimgen multiplizieren wir mit P^, Q^ und addieren 
sie, dabei setzen wir gemäß den Gleichungen (A): 

dann erhalten wir; 

f\P'f+Q'n')~(v'+w')(QV + B')-I"u'«" 
+ {F'u' + B')(u"+tii")-QH't" 
•.FVw"'+ Q'w'v" + M'(v' + w'+ t/'+ so"). 

Multiplizieren wir aber von den Gleiclinngen (A) die erste mit — !)'^, 
die zweite mit u^ und addieren sie, so ergibt sieh: 







P^u^- 


»'■ + «'»'«"-Ji'(«' + »"), 




damit 


wird die 


vorige 


Gleichung: 






9'{P'f 


+ <9V 


i)-iä'(«'+ »'+!!.■+ •■"+»" 


+ 


also T> 


regen der 


zuerst 


aus (B) abgeleiteten Gleichung: 
■ + e'«'-iS"(I«+m'+ii'), 





und dies ist wieder die Gleichung des Darboussehen Komplexes. 

Die weitere Diskussion des Darbouxsehen Komplexes wollen wir 
auf die Ermittelung des Komplexkegels K eines beliebigen Punktes P^ 
beschränken. Seien x^, y^, ^g die Koordinaten dieses Punktes, so 
werden die letzten drei Koordinaten I, m, It eines durch ihn gehenden 
Komplexstrahles durch die eraten drei 5, ^, j in folgender Weise aus- 
gedrückt: 

Hieraus folgt: 

p + m^ + n^ = {x^' + ij,' + So') if + 5' + ä') - (^oE + y.y + ^ciT- 

Setzen wir diesen Wert in die Gleichung (30) des Komplexes ein, 
so ergibt sich: 

■2^ {f + t|^ + f) - E^ {x„i + y^^ + g,if = P'-f + Q"-t,\ 
wenn wir: 

annehmen. Die gefundene Gleichung können wir direkt deuten als 
Gleichung des Komplexkegels, bezogen auf ein Koordinatensystem, 
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dessen Ursprung in die Spitze des Kegels fällt. Wir können dieser 
Gleichung die Form geben: 

{S'-P^)f-^ (2^- Q"')i)'+ 2:^'^ Ii\x,-£ + y,\) + %ä)l 
Legen wir nun zu allen Strahlen des Kegela die JTormalebene 
durch die Kegelspitze, so umhüllen diese Normalebenen den „polaren 
Kegel" r des Komplexkegels K. In der Gleichung der Normalebene; 

ix + 'Tjy + pj^d 
ist aber: 

|:7?:g:Ö = E:9:ä:(a^oi- + J/o9 + ^üä) 
zu nelimen, und setzen wir diese Werte in die Gleichung des Komplex- 
kegels ein, so wird sie: 

(2;^ - P=) r + (z' - Q') 7,' + m' - R'0\ 

Da diese Gleichung mit der Taugentialgleiehung (20 c) einer Fläche 
der konfokalen Schar übereinstimmt, zeigt sich, daß der polare 
Kegel r des Komplexkegels K Tangentialkegel einer Fläche 
der konfokaien Schar ist. 

Nun wird der Komplexkegel erfüllt von den Schnittlinien der 
zueinander rechtwinkligen Ebenen, die durch P^ gehen und je einen 
der Fokalkegels eh nitte berühren, mithin Tangentialebenen der Kegel 
r', r" sind, welche jene Kegelschnitte aus P„ projizieren. Diese 
Kegel sind aber zueinander und zu dem Kegel F konfokal, weil die 
Tangentialkegel einer konfokalen Fläch enschar, die dieselbe Spitze 
haben, eine konfokale Kegelschai' bilden (S. 265). 

Beachten wir nun die Bedeutung des Kegels F, so erkennen wir 
sofort, daß die Tangentialebenen der drei Kegel F, F', F" sich zu 
Tripeln orthogonaler Ebenen zusammenfassen lassen. Es ist irgend- 
einer der drei Kegel durch die beiden anderen derart eindeutig be- 
stimmt, daß, wenn man irgend zwei zueinander senkrechte Tangential- 
ebenen dieser beiden Kegel hat, die Ebene durch Pq, die zu diesen 
zwei Ebenen senkrecht ist, eine Tangentialebene des dritten Kegels 
bildet. 

Derartige Tripel von Kegeln lassen sich aus irgendeiner Schar 
konfokaler Kegel herausgreifen. Durch zwei (in der Schar beliebig 
wählbare) Kegel ist jedesmal der dritte eindeutig bestimmt. Stellt 
man die konfokale Kegelschar in dem auf ihre Hauptachsen bezogenen 
Koordinatensystem durch die Gleichung dar: 

^,:+,-^ + ^.= ». 

SO sind die Parameterwerte X, X', X", die zu den Kegeln eines solchen 
Tripels gehören, durch die Relation verknüpft: 
X + l'+X"^a + ß + Y. 
Den Beweis wollen wir übergehen. 
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Wenn zwei konfokale Kegel außer der Spitze überhaupt reelle 
Punkte gemein haben, so schneiden sie sich in vier Strahlen recht- 
winklig. Man kann dann aus ihnen den dritten Kegel des Tripels, 
dem sie angehören, durch die Bestimmung finden, daß sein polarer 
Kegel durch die Schnifctstrahlen der beiden ersten Kegel hindurch- 
gehen muß. So geht auch der zu F polare Kegel, nämlich der 
Kompleskegel K, durch die Sehnittstrahlen der Kegel T', V" hindurch, 
das sind die Strahlen, die durch P^ gehen und die beiden Fokalkegel- 
schnitte treffen. 

Zu dem Darbouxschen Komplex gehören alle Strahlen, welclie 
die beiden Fokalkegelschuitte treffen. In der Tat müssen diese Strahlen 
als die Wirkungslinien der Einzelkräfte, denen das Kräftesystem in 
bestimmten Lagen atatisch äquivalent wird, mit zu den Zentralachsen 
der Dynamen, welche den Darbouxschen Komplex bilden, gehören. 

Für ein allgemeines Kräftesystem ist in keinei' Lage statisches 
Gleichgewicht vorhanden. Damit dieses möghch ist, müssen vielmehr: 

(31) [X], [Y], [Z]_0 

werden, und diese Beziehungen bleiben erhalten, wie auch die Kräfte 
um ihre Angriffspunkte gedreht werden mögen. Bestehen für ein 
Kräftesystem diese Gleichungen nicht, so kann man doch zu ihnen 
gelangen, indem man einen Punkt des Körpers, auf den das Kräfte- 
system wirkt, festhält. Dies bedeutet nämlich die Einführung einer 
Reaktionskraft mit den Komponenten — [X], — [Y], ~ [Z], die in 
dem festgehaltenen Punkte angi'eift. Den letzteren wollen wir zum 
Koordinaten Ursprung wählen. 

Denken wir uns durch Drehung um den festen Punkt den Körper 
in eine solche Lage gebracht, daß: 

(32) [Zj] = [Tz], [X,,|_[Zx], [Yi]-[Xj] 

wird, dann besteht in dieser Lage Gleichgewicht. Wir führen nun 
die Fläche zweiter Ordnung ein*), deren Gleichung lautet: 

(33) [Xx]«^ + 2[Xy]^;,-f[Yy]y^ + 2[Xz]*s + 2LYz]j/0+[Zz]s«=l 
und außerdem das Elhpsoid, das durch die Gleichung: 

(34) \\T^]x + [Yi]!/ + [Zi]2)' + |[Xj]x + [Y,]j, + [Z,]a|' 

+ |[Xz]i+[Yz]ä, + [Z.W-l 

gegeben wird. Die Hauptaclisen dieser beiden Flächen fallen der 
Lage nach zusammen. 



1) Vgl. Rankine, Philos. Magas, (3) Vol. 10, 1855, p. 400. 
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Wir können miü annelimen, das Koordinatensystem sei so ge- 
wählt, daß die Koordinatenaobgen in die Hauptaclieen dieser Flächen 
fallen, dann müssen in den Gleichungen derselben die rechteckigen 
Glieder verschwinden und es wird demnach in diesem Koordinaten- 
system, wenn wir an die Summenausdrücke zur Unterscheidung 
Akzente setzen: 

(35) [Zt]' - [Y.]' _ 0, [X.]'-[Zi]'-0, [Yx]' - [X,]' - 0, 
SO daß wir uns diese Beziehungen immer durch passende Wahl des 
KoordiDatensjetems erfüllt denken können. Die vorstehenden Relationen 
bleiben aber erhalten, wenn wir gleichzeitig 

S;„ Yp, Zp durch Sj, ~Y^, -Z^, 
oder 

X^, Yg, Zj durch -Xp, Y^, -Z^, 
oder 

X^, Y^, Zp durch -Xp, -Y;,, Zj 

ersetzen. Eine solche Veränderung der Kraftkomponenten bedeutet, 
daß jede der Kräfte um eine zu derselben Koordinatenachse parallele 
Achse eine halbe Umdrehung ausführt. Wenn man also eine Lage 
des Gleichgewichtes gefunden hat, so findet man noch drei 
dazu gehörige Lagen des Gleichgewichtes, indem man die 
Kräfte um drei zueinander normale Bichtungen eine halbe 
Umdrehung ausführen läßt. Statt der Kräfte kann man auch 
den Körper eine halbe Umdrehung ausführen lassen.') 

Die Richtungen der Drehungsachsen bestimmen sich auf dieselbe 
Weise wie die Hauptachsen der durch die Gleichung (33) gegebenen 
Fläche. Wir haben also für ihre Kiohtungskosinus a, ß, y die 
Gleichungen: 

(36^ L^v> + [Yy]^ + [ZT]j,= 4.ß 

' [\ ] + [1 ]^ + [Z ], = i y 

dn Btmmg idtlh dttGifIt 

S t t m l h Ib Umdi h J d m 1 mm mit 1 

r h ml f t h It Pimlt dhJmdKfr d t 

flhwltl gbhtht tehdviAh 1 Dhg 

Im hlt dbd Bhg Idßblb 1 

w h Idtjdml mit dBb wlhd lg 

b d bmd t IbviAh 1 IbjlPLtvi 

hind bg b b ß b S (4tt d E, \ 1 1 1 882 

p4:l)d ttb Ab d btffd I ktea M gl d P d 
Atti d U I 1 1 t ^ t (,6J V L 884 I 3 nal te t A 1 t 

von S g Mm della R. Accad. di Napob (3) 'Vol. 6, 1b&4, welche die Be- 
trachti g d Attk mit dem „Virial", nilmlicb dem Ausdruck 17= [Xs] 
+ [Yj]-|-[7 1 Z mmeabang bringt. 
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Achsen des Gleichgewichts, 



Xi]-^ 


[Yi] 


[Z=t] 




IXj] 


P'j]-^ 


[Zy] 


-0 


LX.] 


[Yz] 


[Z.]-^ 





(S7) 



Es ist null leicht zu sehen, daß bei dieser Bestimmung ein 
Ausnahmefall auftritt. Es kann nämlich sein, daß daa Gleichgewicht 
erhalten bleibt, wenn man die Kräfte des Systems Drehungen mit 
gleiciienj aber sonst beliebigen Drehungs winkeln um die durch ihre 
Angriffspunkte gehenden Parallelen zu einer der Hauptachaen unter- 
wirft oder, kürzer gesagt, irgendeiner gemeinsamen Drehung um die 
Eichtung einer Hauptachse unterzieht. Wir denken uns wieder die 
Koordinatenachsen mit den Hauptachsen zusammenfallend, die aus- 
gezeichnete Hauptachse soll die ?-Aehse sein. Vor der Drehung der 
Kräfte gelten dann die Beziehungen (35), nach der Drehung sollen 
wenigstens Beziehungen von der Form (32), welche die Bedingungen 
des Gleichgewichtes geben, weiter bestehen. Bezeichnen wir die 
Kräftekomponenten nach der Drehung mit X^', Yp', Z^' und mit cp 
den Drehungswinkel, so wird: 

Xp' = cos q[) Xp + sin (p Y^, Y^' = ~ sin y Xy + cos ip Y^, Z,! = Z„. 
Daraus folgt: 

[Z'y]' = [Zy]', [Y'z]' = -siny[Xz]' + cosgj[Yz]', 
[Z'x]' = [Zx]', [X'z]' = cosy [Xz]' + sing. [Yz]', 

[Y'x]' siny [Xs]' + CO893 [Ys]', [X'y]' = cosy [Xy]' + sinip [Yy]'. 

Aus den Gleichungen (35) ergibt sich demnach: 

[Z'y]'-0, [Y'j]'_0, [Z'i]'-0, [X'z]'_0, 
[T'x]' - - »iny [Xx]', [X'j]' _ »mip [Ty]', 
Damit auch nach der Drehung Gleichgewicht besteht, muß nun 
[Y'x]' = [X'y]' werden, also; 

(38) -[Xi]'_[Yr]'. 

Da die Gleichung der Fläche (33) in diesem Koordinatensystem 
lautet: 

(39") [Xi]'x' + [Y,]'!,' + [Zzr2'-l, 

finden wir jetzt für diese Gleichung: 

(39) [Xx]'(a;'-s') + [Z.]'2'_l, 
während die Gleichung des Ellipsoides (34) wird: 

(40) [Xx]'>(x'+j,>) + [Zz]','_l, 
dieses EUipsoid wird also eine Eotationsfläche. 
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und: 

(42) 
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Es Bwä aber die EoefSzieaten [Xx]', [Yy]', [Zz'] die Warzeln 
der Hauptach sengleiehung (37), und da diese Grleiclmng entwickelt 
lautet: 

J' - ([Xj] + [Yy] + LZz])^' + . . . - 0, 
muß: 

[Xx] + [Y,] + [Zz] - [Xi]' + [T,]' + [Z«]' 

sein. Wird also — [Xx]' = [Ty]', so erhalten wir: 

[Xi] + [Yj] + [Zz] _ [Zz]', 

wobei [Zz]' eine Wurzel jl der Gleichuüg (37) ist. Setzen "wir nun 
diesen Wert für A in die Gleichungen (36) und (37) ein, so gehen 
dieselben über in: 

I -([Yj] + [Zz])« + [Yx]ß + [Zilr _ 0, 
(41) [Xj.]«-|[Xx] + [Zz]|(S + [Zy]r_0, 

I [Xz]B+|Tz]^-{[Xi] + [Yj.]|,_0 

|[Y;] + [Zz]l [Yx] [Zi] 

[Xvl ~{[X=<] + [Z.]1 [Z,] 

[Xz] [Yz] --{[Xi] + [Yj]j 

Wenn ein im Gleichgewichte befindliches Kräftesyatem bei einer 
beliebigen gemeinsamen Drehung der I{>äfte um eine bestimmte 
Richtung im Gleichgewicht bleibt, so beißt diese Richtung nach 
Moebius eine Achse des Gleichgewichtes.') Es gibt dann (42) 
die Bedingung, daß eine solche Achse des Gleichgewichtes existiert, 
und die Gleichungen (41) dienen dazu, ihre Richtungekosinus zu 
finden. 

Neunzehntes Kapitel. 
Kinetik des stai-ren Körpers. 

Den geometrischen Charakter, welchen die bisherigen Betrach- 
tungen getragen haben, geben wir nun, wenigstens anscheinend, auf^), 
indem wir einen neuen Begriff, nämlich den Begriff der Masse, ein- 
führen. Dieser Begriff ist bereits bei der Einführung des Kraft- 
begriffes erwähnt worden, ohne daß wir bis jetzt Gebranch von ihm 
gemacht hätten. Wir hoben damals hervor, daß der Begriff der 

1) Lehibucb der Statik I, Kap. 8. 

2) Man Tgl. für das Folgende am bcstca Webster, The dynamics of 
paiticles and of rigid, elastic and fluid bodiee, Leipzig 1904, und als Übersicht 
über das ganze Gebiet den Bericht von Stäckel in der Enzyklopädie der matb, 
Wissenschaften, Bd. IV 1, p. 435 — 684, 1908. 
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Kraft, wie wir ihn verstehen, den Begriff der Masse notwendig voraus- 
setzt, sich im übrigen aber rein mathematisch definieren läßt als 
ein Vektor, der an eine bestimmte Masse geknüpft ist. Bei dieser 
an sieh sehr einfachen Definition scheint indes das Wort Masse mit 
einem Doppelsinne behaftet, Einerseite drückt es nämlich aus, daß 
der Vektor sich nicht auf einen mathematischen Punkt, sondern auf 
einen physikalisehea Korper, dem der Charakter einer Substanz zu- 
gesprochen wird, beziehen soll. Anderseits aber bedeutet es, daß der 
geometrisch als Strecke repräsentierte Vektor noch mit einer Zahl- 
grÖße verbunden sein soll, die man in die Repräsentation durch 
eine Strecke nicht mit hineinzieht. Der Grund, warum man dies 
nicht tut, liegt eben darin, daß die Zahlgröße eine von dem Vektor 
unabhängige und abzusondernde Bedeutung hat, die sich auf den 
vorausgesetzten siibstautiellen Träger des Vektors bezieht und ein 
gewisses Maß desselben gibt. 

Das Wort Masse hat demnach einerseits eine qualitative, ander- 
seits eine quantitative Bedeutung, und diese beiden Bedeutungen 
werden eigentlich überall zusammen gedacht, wo das Wort gebraucht 
wird. Das beste Bild, unter dem wir die Vereinigung der zwei Be- 
deutungen klar machen können, ist ein Gewichtsstück, z. B. ein Pfund. 
Das Wort Pfund gebrauchen wir nicht für ein von dem Pfundstück 
unabhängiges Etwas, wie die auf eine Marke gedruckte Nummer, 
sondern das Pfundstück selbst ist in seiner qualitativen Wesenheit 
das Gewicht, das es darstellt. Es wirkt als Maß, auf die Wag- 
schale gelegt, durch seine physikalische Besonderheit, und der zahl- 
mäJJige Charakter, den das Gewicht trägt, rührt nur daher, daß 
infolge der Natur des Wägeprozesses mit Hilfe einer Gewichtseinheit, 
d. h. eines willkürlich, aber fest ausgewählten Körpers, das Gewicht 
jedes anderen Körpers sich durch eine Zahl ausdrücken läßt, die 
dann als dem Korper inhärierend erscheint und nur in Verbindung 
mit dem Körper gedacht einen Sinn hat. 

Was für unsere Zwecke resultiert, ist folgendes. Die Beschrei- 
bung einer Bewegung beruht darauf, daß es möglich ist, zwei ver- 
schiedene Eaamteile zu verschiedenen Zeiten als substantiell identisch 
anzusehen. Wir sprechen von einer substantiellen Identität, weil 
dieselbe auf den Begriffen von Raum und Zeit allein nicht beruhen 
kann. Masse ist dann ein zahlmäßiger Ausdruck, der mit der sub- 
stantiellen Identität erhalten bleibt. Den Raumteil, der bei der Be- 
wegung in den verschiedenen Lagen als identisch festgestellt wird, 
nennen wir den bewegten Körper und die Masse erscheint als eine 
quantitative Bestimmung des bewogten Körpers, 

Wir denken uns nun wieder eine Anzahl Körper von ver- 
schwindend geringen Dimensionen, die wir als Massenpunkte be- 
zeichnen. Diese Massenpunkte sind für uns vollständig charakterisiert 
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durch ihre Masse m und die drei Koordinaten x, y, z, die ihren 
augenblicklichen Ort festlegen. Die gegenseitigen Abstände der 
Massenpunkte sollen unverändert erhalten bleiben. Wir sprechen 
dann von einem starren Massensystem. Es können aber die Massen- 
punkte sieh innerhalb eines bestimmt begrenzten Raumteils ins 
Unbegrenzte vermehren, ja sogar, da sie nicht im geometrischen 
Sinne Punkte, sondern nur sehr kleine Raumteile sind, sich konti- 
nuierlich zu einem einzigen Körper aneinander schließen, ohne daß 
an den folgenden Betrachtungen irgend etwas geändert wird. Nur 
wird im letzteren Falle die Masse jedes Massenpunktes zweckmäßiger 
mit ftdt bezeichnet, wenn äx das sehr kleine von dem Massenpunkte 
eingenommene A olumen bezeichnet, und an die Stelle einer Summation 
über lUe Missenpunkte tritt dann eme Integration über den von 
ihnen insgesamt eingenommenen Raum Dies sei hiermit ein für allemal 
bemerkt, wahiend wir im nachstehenden die allen früheren Betrach- 
tungen besser angepaßte Summenbezeichnung nicht verlassen werden, 

"W ahrend m dei Statik wo die Kräfte als Vektoren von vorn- 
heiein gegeben werden, die Masse keine Rolle spielt und ebensowenig 
m der Kinematik, wo die geometiische Beschreibung der Bewegung 
dei allemige Zweck ist, gewinnt sie ihre Bedeutung in der Kinetik, 
welche eben die Yeibindung dei Beschreibung einer Bewegung mit 
den m der Statik eingeführten Kraftgrößen zum Gegenstände hat. 
Diese Verbindung wird gefunden, indem man eine Wertung oder 
quantitative Bestimmung der zur Beschreibung der Bewegung dienenden 
Vektoren nach den Massen, auf die sie sich beziehen, einführt. Dies 
geschieht, indem man sie einfach mit diesen Massen multipliziert. 

Wir bezeichnen mit m^ ^\^ Masse, mit x^, y^, Bq die Koordinaten 
des p"" Massenpunktes in dem vorhegenden System und führen die 
Komponenten des Geschwindigkeitsvektors: 

dx. dy„ dz„ 

W *!-!«'' *. = -«'' '>--/, 

ein. Diesen Geschwindigkeitsvektor machen wir zu einem Kraft- 
vektor, indem wir seine vorstehenden Komponenten mit der Masse m^ 
multiplizieren. Alle die Kräfte mit den Komponenten 

W^jÄp, nt^Vq, m^Vq 

begründen nun eine Dyname, die wir als die Impulsdyname oder 
kurz den Impuls des starren Massensystems bezeichnen. Die Koordi- 
naten derselben können wir sofort hinschreiben, sie lauten: 

(2) n= Sm^y^, 11^ 2mj(ijSp - s^x^), 

I g = 2;mjäj, v^Sm^{ysX^-x.^y,;). 
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Fiiliren wir aber die Koordinaten u, v, w, p, q, r der momen- 
tanen Bewegung des starren Masseusjstems ein, so wird in den 
Gleichungen (1): 

Iij = u — r!/^+ q^g, 
ij^ = Y -ps^ + ra:^, 

Setzen wir diese Werte in die GHeichnngen (2) ein, so zeigt sich, 
daß die sechs Koordinaten des Impulses die partiellen Derivierten 
einer Funktion der kinematischen Koordinaten u, v, w, p, q, r werden. 
Diese Funktion ist die folgende: 

(4) r- -f-am^Ku - rj, + qs,,)' + (t - p«,, + ™,)' + (w - q«, + p!/,)') • 
In der Tat ergibt sieh zunächst: 

i^ = 2mp(u-r?/f,+ qs^) = 2OTpi,, = |, 

vind ferner: 

yj- = Sm^Kw - qxg + pyj)),p - (v - p^p + ra;^)^^) etc. 
oder: 

Die durch die Gleichung (4) definierte Funktion T läßt sich mit 
Eaeksicht auf (3) schreiben: 

(6) r-A2:i»,(i.'+ j,' + V) 

oder: 

(6a) r= l-Sm^vJ, 

wenn Vg die Größe der Geschwindigkeit des q*'" Systempunktes be- 
zeichnet. Die so definierte Funktion T heißt die lebendige Kraft 
oder kinetische Energie des Massensyatems in dem betreffenden 
Zeitpunkte. Wenn wir in der Gleichung (4) die Klammem auf der 
rechten Seite auflösen, so ergibt sich für die kinetische Energie eine 
homogene quadratische Funktion der sechs kinematischen Koordi-- 
naten, deren Koeffizienten von der Lage und Sta-uktur des Massen- 
systems abhängen. Nach dem Eulers chen Satze über homogene 
Funktionen wird demnach: 
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dT , dT , dT , dT , 8T , 8T „^ 

oder wenn wir die Werte (5 a) und (5 b) für die partiellen Derivierten 



(7) §u + liY + gw + ip + ftq + 1.V = 2 r, 

was sich aucli durch direkte Ausrechnung bestätigen läßt, 

Wenn der Impuls des starren Massensystems wahrend des 
ganzen Verlaufes der Bewegung konstant bleibt, so sprechen wir 
von einer natürlichen Bewegung, ändert er sich, so nennen wir 
die Bewegung erzwungen. Bei einer natürlichen Bewegung müssen 
also die sechs Größen |, i], g, J., [i, v konstant bleiben, mithin die 
sechs Gleichungen bestehen: 

(8.) ^_o, $-0, f~0, ^:-0, ^ = 0, ^,^-0. 

^ ' dt 'dt 'dt 'dt 'dt ' dt 

Ist die Bewegung erzwungen, so können wir als eine Art Maß für 
die Abweichung der Bewegung Ton der natürlichen die sechs Größen 
einführen: 

(S) §-X, '^-Y, §_Z, ^,^_L, i^-M, ^'_N. 

^ ' dt 'dt 'dt 'dt 'dl, ' dt 

Setzen wir auf der linken Seite dieser Gleichungen die Werte (2) 
für I, ij, $, X, (i, V ein, so ergibt sich sofort: 

IX = Zm^x^, L = Sm^{'k,^yg — %^^), 
1 =Zm^'kq, N = Sm^i^y^Xq— \y^. 

Hierbei ist der doppelte übergesetzte Punkt zur Bezeichnung der 
doppelten Differentiation nach i gebraucht. Die so definierten Größen 
X, Y, Z, L, M, N lassen sich ebenfalls als die Koordinaten einer 
Dyname auffassen. Von den Kräften des dieselbe repräsentierenden 
stems sind die Angriffspunkte wieder durch die Massenpunkte 
stems gegeben. Die Komponenten der einzelnen Kräfte 
sind: 

(10) Xy = m^x^, Yg = m,/yy, Z,, ■= »w^s^, 

wobei: 

(11) 



_ dxq _ d'xg .. di/Q d'yQ .. ßzQ _ d' ^q 
~ dt ~ dt* ' ^^~ dt "" dt' ' 1~ dt ~ dt* 



die Komponenten der Beschleunigung des betreffenden Massen- 
punktes sind. Die Kräfte entstehen also ebenso aus den Beschleuni- 
gungsvektoren der Massenpunkte wie die Impulskräfte aus den Ge- 
;digkeitsvektoren, nämlich durch Multiplikation mit der zugehörigen 
Wir wollen diese neuen Kräfte als die Beschleunigungs- 
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kräfte und die aus ihnen sich ergebende Dyname als die Be- 
achleunigungsdyname hezeichaen. 

Die Koordinaten der Beschleunigungadyname sind znnäcLst ge- 
geben für ein Koordinatensystem, das im Räume ruht, wir wollen sie 
nun auch beziehen auf ein Koordinatensystem, das mit dem starren 
Massensystem beweglich ist. Zn dem Zwecke haben wir zunächst die 
Frage zu erledigen, wie sich die statischen Koordinaten eines Kräfte- 
systems beim "Übergange von einem Koordinatensysteme zu einem 
anderen transformieren. Wir wollen die Richtungskosinus der neuen 
Koordinatenachsen gegen die alten in der folgenden Weise bezeichnen. 
Sie seien 



ilr die neue a;-Aebse : «„ ß^ 


J-i 


„ ,. » P- „ ■■ •>„ ft 


f. 


„ „ „ 2- , : «.. A 


r. 



Hat dann eine Kraft im alten Koordinatensystem die Komponenten 
X, Y, Z, so werden ihre Projektionen X', Y', Z' auf die neuen 
Koordinatenachsen: 

(12a) Y'=^«,X + /5,Y + y,Z, 

[ Z' = a^X + ß,Y + y,Z. 

um die Lage der neuen Koordinatenachsen völlig festzulegen, sind 
noch die Koordinaten «(,, ß^, y^ hinzuzufügen, welche dem neuen 
Koordinatenur Sprunge im alten Koordinatensystem zukommen. Dann 
sind die Koordinaten x, y, s eines Punktes im alten Koordinaten- 
system mit den Koordinaten a/, ij, z' desselben Punktes im neuen 
Koordinatensystem durch die Gleichungen verknüpft: 

1^ = «0 + «1^ + «sJ/' + i^a^') 
y = ßn+k^ + ß2y'+ß:>^, 

Die Linienkoordinaten der neuen Koordinatenachsen (d. h. einer 
in ihnen Hegenden Liniengröße von der Länge 1) im alten Koordinaten- 
system sind der Reihe uach: 

«1. (5i, n, ßan-nßu 7««i-«on, «oft-(5,«„ 
«2> ft> n, ßon-7üßi> ro^ä-^ora- (fDß^-ß<,<^, 

«a. i^g. n. ßo^s — roßs, Yo'^s- «oYs^ «oßs- ßo'^- 

Bezeichnen wir nun mit X, Y, Z, L, M, N die sämtlichen sechs 
Koordinaten einer Kraft im alten System, mit X', Y', Z', L', M', 
N' die entsprechenden Koordinaten im neuen System, so sind L', M', 
N' die Momente der Kraft bezüglich der neuen Koordinatenachsen und 



y Google 



292 Neunzehntes Kapitel. Kinetik des starren Körpers. 

mithin nach dem allgemeinen Ausdruck für das gegenseitige Moment 
zweier Linieugrößen: 

L'-OiL + ftM + j-jN 

+ (Ar. - rM x + (n-. ~ «.r,) Y + («.A - ft«,) z, 

M'_«,L + ft5t + )■,!* 

+ »)'.- i'.A)x + (}•.«,- «,r,)Y + («.A- fc«,) z, 
+ (Ar.- r.fc)x + (r.«,- «.rs)Y + («.A- A«,) z. 

Wir nehmen insbesondere an, die Abweichung des neuen Koordi- 
natensystems Tom alten sei unendlich gering, dann können wir setzen: 



(12b) 



»j-uiH, 


«1-1, 


A - i-äf, 


7,--q 


A-vä(, 


«, räi, 


A-1, 


,,-päi, 


n-yii, 


«ä^^qdi, 


A--P«!, 


r.-i. 



Es sind nun $x — x — x', dt/ = y — y', Ss ~ s — z' die Komponenten 
der Verschiebung, welche ein Punkt erfahren hätte, wenn er an der 
Bewegung des Koordinatensystems teilgenommen und so seine wirk- 
liehe Lage erreicht hätte. Nach (12) und den vorstehenden Werten 
der Koeffizienten wird aber: 

da; = (u - ry + qs) 8i, 5y - (v - p^f -f rac) St, i?s = (w - qa; + ry) St. 

Es sind also pdi, ({St, rSt die Winkel dreier Drehungen um die 
X-, y- und £!-Achse, welche mit den Verschiebungen udt, vSt, wd( 
längs der Koordinatenachsen zusammengenommen das Koordinaten- 
system in die unendlich benachbarte neue Lage überführen. Gebrauchen 
wir noch für die Änderungen der Kraftkoordinaten die Bezeichnungen: 

r-X = 5X, Y'-Y = 5Y, Z'-Z = dZ, 

L'-L^dL, M'-M-dM, N'-N-dN, 
so ergeben sieh für diese Änderungen die Ausdrücke: 

[dS = (rY-qZ)di, dY = (pZ~rX)df, ÖZ = (qX - pY) d(, 
Sh = (rM - qN -F wY - vZ) St, 
öM = (pN-rL -f- uZ -vfX)dt, 

I dN = (qL-pM+YX -uY)d(, 

indem die zweiten Potenzen von St gegen die ersten vernachlässigt 
werden. 

Die gefundenen Formeln wenden wir an auf die Impulsdyname 
des starren Massensystems. Wir bezeichnen die Derivierten der 



(13) 
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Koordinaten dieser Dyname nach der Zeit, wenn dieselben sieb auf 
ein gegen das Massensystem festes Koordinatensystem beziehen, mit 

d| in (I5 äJ. dfi äv^ 

dt' 'dt' dt' dt' dt' dt' 
Dann wird beispielsweise die Aüderimg der ersten Koordinate gegen 
ein im Etiume festes Koordinatensystem in einer sehr kurzen Zeit dt: 

dt dt °' 

wo iJ| gemäß der obigen Formel für SX gebildet ist. Denn wenn 
zur Zeit t die ej^te Koordinate des Impulses in beiden Koordinaten- 
systemen übereinstimmend § ist, so ist sie nach Verlauf der sehr 
kurzen Zeit öi in dem Koordinatensystem, das im Räume fest ist: 

geworden, in dem gegen den Körper festen System aber: 



und die Differenz dieser beiden Werte, also 

^St-^ät muß =<J§ sein. 
dt dt ' 

Mit Rücksicht auf die Gleichungen (9) und die für die neue 

Bezeichnung umgeänderten Gleichungen (13) ergibt sieh so aber, wenn 

wir gleich die entsprechenden Gleichungen hinzufügen: 



x=d,- 


-rn + qS, 




Y-S- 


-p5 + r§, 




^=§- 


- q^ + P'J> 




^=s- 


- r(i + q» - 


-^"|+l■5, 


M-^- 


-pp + ri- 


-nS + wg, 


^-^- 


-q^ +pft- 


- ,g + ^n- 



(14) 



Dieses ist der Ausdruck für die Beschleunigungsdyname, wenn ein 
im Körper festes Koordinatensystem zugrunde gelegt wird. 
Wir bezeichnen nun mit 

u, t), «), p, q, r 
die Koordinaten irgendeiner neuen Schraubung B und bilden den 
Ausdruck: 
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(15) ÄTr=|Xu + Yö +ZKi4-Lp + Mq + Nr|di, 

den wir schon früher eingefäbrt und als die Arbeit, die das durch 
seine statischen Koordinaten X, Y, Z, L, M, N charakterisierte 
Kräffcesystem bei der Schraubung S während der Zeit öt leistet, be- 
zeichnet haben, 

Wenn wir, um die Arbeitsleistung dW/dt zu berechnen, die 
Gleichungen (14) der Reihe nach mit u, ü, lü, p, q, r multiplizieren 
und addieren, eo zerfällt der entstehende Ausdruck in zwei Teile, 
S^ und ^2, Ton denen der erste: 

(16) ä>.-^i>+af»+s|" + dif+di'l + cui 

ist. Der zweite Teil aber läßt sich, wenn man auf die Definitions- 
gleichungen (2) der Impuiskoordinaten zurückgeht und durch die 
Grleiehungen (3) n, v, w eliminiert, schreiben wie folgt: 

*j= -I!m^x^{q{V} — (\x^ + py^) - r(ü - p^^ + ra:^)} 

-^»Meij{p(ü - psj + xx^) - q(u ~ xy^ + qs'p)}. 
Dieser Ausdruck wird auf eine einfachere Form gebracht, wenn wir 
die Komponenten der Verschiebung des q^'^ Massenpunktes bei der neu 
hiuzugenonimenen Schraubung durch die Gleichungen einführen: 

IÖXg =- (u — xy^, 4- <\z,^ 8t, 
äyg={\>-p3g^xXg)St, 
8z^ = (yä— ^Xg^-py^)St. 
Dann wird: 

(18) 0^ = -2:m^{Xg{qSBg-xÖy^:) + y,{xöx^-^8^.^)-\-h^{^Syg-^Sx^)]. 
Anderseits aber wollen wir: 

(18a) «3 = - ir„'il + T.'v 4 Tjxo + 2Vp + S'/q + Tr'x] 

setaen, indem wir uns die Gleichungen (14) mit Rücksicht auf die 
Formeln (5a) und (5b) in der folgenden Gestalt geschrieben denken: 

Der Ausdruck (18) für Sj geht aus der kinetischen Energie auf 
einfache Weise hervor. Bildet man nämlich deren Variation gemäß 
der Gleichung (6), so ergibt sich: 

ST=2:m^{x^$Xs + y^dy^ + ä^ös^) 
^i:m(,{xi.ä(u — ry^ + q^j,) + ...). 



(19) 
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Weim man nun die Variation von u — rj/p + qs^ und der ent- 
sprechenden Ausdrücke so ausführt, daß man nur die Koordinaten 
Xq, y^, Sp der einzelnen Massenpunkte yariiert, nicht aher die kine- 
matischen Koordinaten u, v , . ,, welche die augenhliekliehe Bewegung 
des Massen syatema hestimmen, dann erhält man genau den ohen- 
stehenden Ausdruck (18) für — Sg. Führt mau weiter fiir die Varia- 
tionen der Punlitknordinaten die Ausdrücke (17) ein, die sie durch 
eine „virtuelle Sohraubung" festlegen, und ordnet den ent- 
stehenden Ausdiuck nach den Koordinaten u, . . . dieser virtuellen 
Schrauhuug, so entsteht eine lineare Punktion jener Koordinaten U, 
t , . . Die Koetfizienten in dieser sind es, die wir mit den Sym- 
bolen T,', Tj bezeichnen 

Weit einfacher gestaltet sich die Berechnung des Arbeitsaus- 
drackes, wenn wii das im Räume feste Koordinatensystem zugrunde 
legen. Wenn wii m die Formel (15) die Werte (9) für X, Y, 'L, 
L, M, N einsetzen, so laßt sieh der entstehende Ausdruck schreiben: 



oder mit Eüokaicht auf die Gleichungen (17): 

(20) SW^2:m^\x^Sx^ + y\8y^ + s^Sz^]- 

Diese Gleichung gibt das d'Alerabertsche Prinzip für ein f 



Lassen wir insbesondere die virtuelle Schraubung mit der wirk- 
liehen Schraubung zusammenfallen, so werden die Komponenten Sx,,, 
dy Sbo zu den Komponenten dx^, dy^,, ds^ der wirkliehen Ver- 
schiebung während der sehr kurzen Zeit ät. Da wir aber: 

dx^ ^= XqcU, dy^ ^= y^dt, ds^, ~ s^dt 
und anderseits; 

x^dt =• dx^, yqdt = dy^, h'^dt = dsiQ 
setzen können, wird, wenn wir die zugehörige Arbeit mit dW statt 
mit d W bezeichnen : 

äW=Smß{xi;dxg + y^dy^ + s^dk^] 

oder mit Rücksieht auf (6) einfach: 

(21) dW^dT. 

Dies ist der Ausdruck für das Prinzip der lebendigen Kraft in dem 
besonderen PaUe eines starren Masaensystems. Es lautet in Worten: 
Die Arbeit der auf das Massensystem wirkenden Beschleunigungs- 
kräfte ist gleich der entsprech enden Zunahme der kinetischen Energie 
dieses Massen Systems. 
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Ist nun die Bewegungsfreiheit des Massensystems beschränkt imd 
sei n die Anzalil seiner Freiheitsgrade, so bestehen zwischen den 
Koordinaten aller Sehraubimgeii, welche der Körper ausfiihresi kann, 
d. h. zwischen den Koordinaten ii, D . . . der virtuellen Schraubung, 
6 — n lineai'e Gleichungen, die wir schreiben wollen: 

(22) liV. + 5,0 + äfiB + t.p + iiiiq + n,r = (« = i , , . e - «). 

Dann wollen wir für die Koordinaten der Beschleunigungsdyname 
die folgenden Ausdrücke einführen: 

(23) Y=Yo+Kit|i+--- + R6_„t)6_„, M=Mo+Biraj+..- + Rä^„m6-„, 
lz=Zo+Rjäi+.-- + Re_„3fl_„, N=No+RiniH--- + R6-„na-„, 
und damit werden die Bewegangsgleichungen (8): 

j^-^+^ftS" l!=Y.+2«.*. i^'^o+^K-i- 

Wenn wir nun d.&T\ Arbeitsaus druck nach der Formel (15) berechnen 
und dabei die Koordinaten der virtuellen Schraubung den Bedingungs- 
gleichungen (22) unterwerfen, so zeigen die Gleichungen (23) sofort, daß : 

(25) *Tr- XüU + YflO + Z^iö + Lop + M^q + N^v 

wird. Wenn man also die Variationen Sx^, Sy^, Sb^ der Punktkoordi- 
naten der Beschränkung unterwirft, daß sie sich auf eine mög- 
liche, d. h. mit den Bedingungen (22) verträgliche Schraubung 
beziehen, so gilt die Gleichung (20) des d'Alembertschen Prinaipes, 
die eine einfache Folgerung aus den Bewegungsgleichungen ist, indem 
man für dTP^den Ausdruck (25) nimmt, unabhängig von den Werten 
der Ev. 

Nun kann man auch, statt die Beschränkung der Bewegungs- 
freiheit durch eine Anzalil linearer Gleichungen zwischen den 
Sehraubungsko ordinalen einzuführen, diese letzteren als lineare Funk- 
tionen von n Parametern geben, wobei n die Zahl der Frelheits grade 
des Massensystems ist. Wir haben demgemäß zu setzen: 

j u = Uiö, -f ■ • • 4- u„ö,„ p = p,ö, + . . . + p„s„, 

lro=Wjöi4-- - ■ -\-\Xin&,n !■■ = tiöj-F h c„w„. 

In diesen Formeln sind ilj, D,- . . . als Konstante zu behandeln, 
ö, ■ ■ ■ rä„ sind die Parameter, welche die virtuelle Schraubung fest- 
legen. Die Koordinaten der tatsächlichen momentanen Schraubung 
mögen entsprechend bezeichnet werden: 
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{2G&) u = UifiJi H f- u„a>„, p == piWj + ■ ■ ■ + p„a„ usw., 

indem ra^ . . . (0„ die Parameter dieser wirklichen Bewegung bedeuten. 
Die kinetisciie Energie wird dann, wenn wir in ihren Ausdruck (4) 
die vorstehenden Werte von u, v . . . eiuaetzeii, eine homogene 
quadratische Funktion dieser n Veränderlichen to^ . . . (o„, sagen wir: 

(27) T ^ \i:A„r(a^G}r. 

Hierbei sind wieder die Koeffizienten Funktionen der x^, y^,, s^, 
also der Lage und Struktur des Massensystems, außerdem aber 
Funktionen der die augenblickliche Beschränkung der Bewegungs- 
freiheit bestimmenden Größen U;, ü; . . . Wenn femer die Koordi- 
naten der Massenpnnkte auf ein gegen die letzteren festes Koordinaten- 
system bezogen werden, so sind die Koeffizienten Ä„i überhaupt wie 
Konstante zu behandeln, vorausgesetzt daß wir die Größen U^, Dj . . . 
als Konstante ansehen. 

Bilden wir jetzt den Arbeitsaus druck SW, so können wir zunächst, 
da die durch den Ansatz (26) festgelegten Schraubungskoordinaten 
den Gleichungen (22) genügen, äW in der Form (25) voraussetzen, 
und wir finden daun weiter, indem wir: 

(28) £li = X(,Ui -I- Yo»; + Zoto( + LoVi 4- M^q, + N^Xt {i = i, a . . .«} 
machen: 

(29) ÖW^i:iiiäi. 

Geht man nun von den Bewegungsgleichungen (19) aus, multi- 
pliziert sie der Eeihe nach mit U, 0, W, p, C|, X und addiert sie, so 
erhält man auf der linken Seite d W. Auf der rechten Seite kann 
man sofort den zweiten Teil 

(30a) - (^"'« + 2;'ü + ■ ■ - + i-zr) = -ut:..&, 

setzen, da U, . . . homogene lineare Funktionen der öj sind. Den 
ersten Teil ersetzen wir durch die Differenz: 

ä. iST , . ST \ idTAu , , BT dt] 

Nun können wir folgenden allgemeineren Satz zu Hilfe ziehen: 
Sind in einer homogenen quadratischen Funktion 



r-i^«---.* 



die m Veränderlichen Uf, homogene lineare Funktionen von n Para- 
metern öj . . . an, so wird nicht bloß: 
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sondern, wenn m^' , . . uj imd o/ , , . o«' irgend zwei andere korre- 
spondierende Wertesysteme sindj so daß: 

ist, wird auch: 

Denn es bilden auch % + it^' ..,«„ + it^' und ra^ + oj^' . . . »„ + <o„' 
zwei korrespondierende Wertesysteme, so daß auch: 

t2<'-"('v + O (». + •'■') - i-2'='"(°" + "•') ("' + »•') 

ist. Rechnet man die linke und die rechte Seite dieser Gleichung 
aus, so treten auf beiden Seiten der G-leiehung drei Glieder auf. 
Von diesen drei Gliedern sind die ersten auf beiden Seiten überein- 
stimmend gleich T, die letzten gleich T', sie heben sich also weg, und 
was von der vorstehenden Gleichung dann noch übrig bleibt, bildet 
die Gleichung, die bewiesen werden sollte. 

Nach dieser allgemeinen Gleichung aber wird: 

ST , , dT -srtST , 

(30h) ^n +---+^x =2.3^0,,, 

und, da auch -jt ■ ■ ■ -tt und -ry -,-- zwei korrespondierende Wert- 
systeme bilden: 

öTdu , , dTdx -^-1 oT da, 

(30c) 3^ ä-( + ■ ■ ■ + 37 d-* -^ 3^ df- 

Dili'erenziert man die erste dieser Gleichungen nach t und subtrahiert 
von ihr die zweite Gleichung, so steht links die auszurechnende 
Differenz, rechts aber: 






dl \dmj ' 



Vereinigt man die gefundenen Werte zu dem zu ermittelnden Aus- 
drucke für dW, so ergibt sich: 

und somit finden wir, wenn wieder für dW der Ausdruck (29) sub- 
stituiert wird: 
(30) ^'-5(l|)-^-. (i.i,u...»). 

Dies sind die allgemeinen Gleichungen, welche den für ein gegen 
iystem festes Koordinatensystem geltenden Gleichungen (19) 
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bei beschränkter Bewegungsfreiheit des Körpers analog sind. Die 
Bedeutung des Ausdruckes IlT'„^mi ist nach seiner Definition die, 
daß er die Veränderung angibt, welche die kinetische Energie erleidet, 
wenn man in den Koeffizienten Aar den Koordinaten x^, y^, Sq der 
Maasenpunkte die durch die Gleichungen (17) und (26) definierten 
Änderungen erteilt. 

Bildet man den Ausdruck ST^.iOi, so wird dieser gemäß der 
diese Gfrößen Tl. definierenden Formel (30a) gleich: 

2'„'u+ r„'v + ---+r/r, 

geht also nach (18a) aus der dort eingeführten Größe — $g hervor, 
wenn man u, . . , durch u, v . . . ersetzt. Damit geht aber gleich- 
zeitig 

SXf,, ßy^, äs^, in Xfidt, yqdt, k^dt 

über, und dann zeigt die Gleichung (18), daß in diesem Falle Sj 
verschwindet, indem die Koeffizienten von p, q, r in dieser Gleichung 
einzeln gleich Null sind. Demnach wird: 

(31) ZT:,. o, = 0. 

In dem speziellen Falle, wo die II. alle gleich Null werden, 
gehen die Gleichungen (30), wenn man auch die ß; = nimmt, 
über in die ganz einfache Form: 

die sich sofort integrieren laßt und 

(32) ^-c, (i_i...„ 

ergibt, wobei die c,- Konstanten bedeuten. Die in dieser Formel 
steckenden Gleichungen lauten ausgeschrieben, wenn man 2' in der 
Form (27) annimmt: 

j J-iiO, + Ä^^a^-i h^i>,ta« = Ci, 



(32 a) 



( j1„iPi+ AaMäH \- Än„Gy„ = Cs. 

Nun ist aber die Determinante der Koeffizienten Aot: notwendi 
NuU verschieden, weil die quadratische Form mit diesen Koeffizi 
welche die kinetische Energie darstellt, als solche stets positiv 
nur verschwindet, wenn alle o; = sind. Deshalb ergeben di 
stehenden Gleichungen ein Lösungssystem: 

(33) Ol = c\, tD^^a_ ... <a, = a,. 



st und 
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Die Größen (7^ . . . C„ siad mit den Aut, von denen sie abhängen, 
in der Zeit konstant, da das zugrunde gelegte Koordinatensystem im 
Körper fest angenommen wurde. Die Schranbung des Körpers bleibt 
also unverändert dieselbe, und deshalb bezeichnet Ball die Schrauben, 
die durch die Gleichungen: 

T,!,, = 0, ... r,;, - 

festgelegt werden, als permanente Schrauben.^) 
Die Gleichungen; 

ß, = 0, . . . ß„ = 

legen bei der beschränkten Bewegungsfreiheit die natürliche Bewegung 
fest. Wenn die Größen £1^ . . . Sl^ nicht verschwinden, ist die Be- 
wegung auch innerhalb der beschränkten Bewegungsfreiheit erzwungen, 
und wieder geben die Werte von Sl^ . . . Sl„ ein Maß des Zwanges. 
Es fragt sich, inwiefern sich dieses Maß mit dem früher durch die 
Beschleunigungsdyname gegebenen vereinigen läßt. 

Wir greifen zunächst auf die Gleichungen (23) zurück, durch 
welche die Größen X^, Yq, Z^, L^, M^, N,, eingeführt wurden, und 
ergänzen die dort noch unvollständige Bestimmung. Die Werte 
Rj . . . R6_„ sind nämlich in diesen Gleichungen zunächst vollkommen 
willkürlich. Wir legen sie aber fest, wenn wir die Gleichungen 
folgendermaßen schreiben: 



(34) 



I X = Pj Uj + • - . + P„ii„ + R,f;, ^ . . . + R6_„ö_ 



I N ^ Pjti + . - . + P„i-„ + Bj:t, + - - - + ß.6_.„ne_„. 



Denn dann können wir U,-, D; . . . t; (i = 1 . . , n) und ij, t)j . . . % 
= 1,.. 6 — m) als die Koordinaten von zusammen sechs Schrauben 
auffassen, die nicht einem linearen Sehraub ensy st em angehören. Durch 
diese Koordinaten lassen sich die Koordinaten einer beliebigen Dyname 
linear ausdrücken, und zwar sind die Koeffizienten 
P,...P„, R,...E«_„ 

dieser linearen Ausdrücke eindeutig festgelegt. 
Setzen wir nun in (34): 

( ^0 = Pi«i + • ■ ■ + P«««. K = PilJi + - . ■ + P„p,„ 

(35) Y„ = P,o, + '--+P»0„, Mo = P,cij +...+ p,q,„ 

1 Z(, = P^iOi +...-(- P„ir„, No = P, r, + - - - + P„r„ 

1) Transactions of the R. Irish Academy, Vol. XXIX, 1890, p. 613. Theory 
ot' Screws, Ctap. XXV. 
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so gelaagen wir zu den Gleichungen (23) zurück. Wenn wir aber 
die vorstell eiidea Gleicimagen zusammenlialten mit den Gleichungen 
(26), aus denen sie für räj = P^. , . ö„^ P„ hervorgehen, so er- 
kennen wir, daß S„, Y„ . . . charakterisiert sind als die Koordi- 
naten einer Dynarae, deren Schraube zu dem die Beschränkung 
der Bewegungsfreiheit darstellenden Schrauben System gehört, also 
gleichzeitig die Schraube einer möglichen Schraubung des starren 
Massensystems ist. Eine solche Dyname, deren Schraube zu 
dem durch die beschränkte Bewegungsfreiheit gegebenen 
Schraubensystem gehört, wollen wir hier als Beschleu- 
nigungsdyname bezeichnen. Hingegen wollen wir die Dyname, 
die nach Abzug der Beschleunigungs dyname von der ursprünglich 
vorliegenden Dyname noch übrig bleibt, deren Koordinaten also 
lauten : 

S. =^ X - X„, T, =^ Y - Yq, Z, = Z - Z^, 
L.= L-Lo, M. = M-Mo, N,.=N-N(„ 

als Reaktionsdyname bezeichnen. Die Koordinaten dieser Iteaktions- 
dyname sind von der Form: 

jX.._R,E, +...+ B,_.s._,, W_E,I, +---+K._.[,_. 

^1 USW. 

und charakteristisch für sie ist, daß für sie infolge der Gleichungen (22): 



wird, also die Arbeitsleistung dieser Reaktionskräfte bei jeder dem 
starren Massensystem möglichen Schraubung verschwindet. 

Nehmen wir nun die Gleichung (28), die ß; definiert, und 
setzen in ihr die Werte (35) ein, so ergibt sieh: 

[ßi = riiP, + AsP. +■■■+ Ti.P«, 
I ^-1 = AiPi + r,aPg +■■■+ A„P,„ 



(38) 

I si„ = r„, Pi + r„:jPj + . . . -t- n,,p„, 

wenn wir: 

(39) r,j = Uit),- + Oii:i, + niirj + prUj + qiO, + r,toj {i,j^i...n) 

setzen. Es ist nun leicht zu sehen, daß die Determinante dieser 
Koeffizienten r,-, nicht versehwindet. Denn multiplizieren wir die 
Gleichungen (26) der Reihe nach mit py, q^, r;, llj, üj, ID^ und addieren 
sie, so finden wir: 

ufi;+ pq; + toTj + puy + qDj- + rWy = rijö^ -1 + r„yö„ ü=.i...»). 
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Weon nun die Determinante der rij=:0 wäre, so konnte man diese 
Gleichimgen mit solchen Koeffizienten Xj multiplizieren, daß ihre 
Summe unabhängig von öj . , . rä„ verschwindet. Es würde dann: 



Dies sind die Koordinaten einer Schraube des linearen Schrauben- 
syatems, d^ durch die Gleichungen (26) festgelegt wird, sie ergeben 
sich aus diesen für ö,- = i,. Zu dieser Schraube müßten aber, da die 
Gleichung iij);, -\ 1- rtoj = für die Koordinaten u, ö . . . einer be- 
liebigen Schraube des Systems erfüllt sein soll, alle Schrauben des 
linearen Systems, zu dem sie selbst gehört, korreziprok sein, was 
unmöglich ist. 

Es lassen sieh also, weil die Determinante der Koeffizienten 
nicht verschwindet, die Gleichungen (38) nach P^, P^ . . . P„ auflösen 
und ergeben ein Lösungssystem. Die Größen ß^, ß^ . , , ß„ gehen 
somit einfach durch eine lineare Transformation aus den ursprüng- 
lichen Koordinaten der Djname innerhalb des linearen Schranben- 
systems hervor und lassen sich ihrerseits als solche Koordinaten 
deuten. Die Gleichungen (30) haben demnach in der Tat bei 
der beschränkten Bewegungsfreiheit dieselbe Bedeutung wie die 
früheren Gleichungen (19) für das freie Massensystem, indem auf 
ihrer linken Seite die Koordinaten der Beschleunigungsdyname stehen, 

In dem besonderen Falle, wo das System nur einen Freiheitsgrad 
besitzt, also zwangläufig ist, wird der Ausdruck für die kinetische 
Energie einfach: 

Es wird hier Tj = 0, ^j— = Aa, also wird die einzige Bewegungs- 
gleichung: 

(40) •»--l'lf 

Es liegt dei Gedanke nahe, die speziellen Betrachtungen, die 
wir oben über Imeaie Schraub ensysteme der verschiedenen Stufen 
angestellt haben, hiei naih der kinetischen Seite hin fortzusetzen. 
Die früheren Untersuchungen hatten wir jedesmal auf ein besonders 
gewähltes Kooi dmatens^ stem gegründet, und das gleiche müssen wir 
auch hier tun, wenn wir Foimehi von gleicher Einfachheit erlangen 
woUen. Dabei ist aber von vornherein zu bemerken, daß, damit die 
so gewonnenen Formeln wirklich Sinn haben, wir annehmen müssen, 
die momentane Beschränkung der Bewegungsfreiheit sei dauernd die- 
selbe, d. h, die Koeffizienten in den sie darstellenden linearen Glei- 
chungen seien als Konstanten aufzufassen. Denn sonst würde auch 
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das zugiimde gelegte spezielle Koordinatensystem sich währead des 
Verlaufes der Bewegung TeräHdern, und G-leicliimgen, die sich auf 
dieses Koordinatensystem heziehen, können keine Lösung des Bewegungs- 
problems bedeuten, weil die Aufgabe, in jedem Augenblicke die Lage 
des speziellen Koordinatensystems zu bestimmen, unerledigt bleibt 
und sich somit aus den aufgestellten Bewegungsgleichungen eine 
Beschreibung der vor sich gehenden Bewegung nicht abnehmen läßt. 
Wenn wir nun vOTaus setzen, daß dje vorliegende Beschränkung der 
Bewegungsfreiheit dauernd durch dieselben linearen Gleichungen 
zwischen den kinematischen Koordinaten gegeben wird, also von der 
Zeit imd der Lage des Körpers unabhängig ist, so müssen wir uns 
klar machen, daß wir damit das Feld des praktisch Bedeutsamen und 
vielleicht auch des praktisch Realisierbaren verlassen und nur einer 
theoretischen Klärung zustreben. Vom Staudpunkte der letzteren aus 
aber scheint es natürlich und angebracht, so vorzugehen, da wir auf 
diese Weise die einfachsten Typen der Bewegungsmöglichkeiten ge- 
winnen und damit auch eine Illustration der Bewegungsvor^nge 
überhaupt an den theoretisch nächstliegenden Fällen erhalten. 



Zwanzigstes Kapitel. 

Der freie Körper. 

Wir stellen uns zunächst die Aufgabe, die Bewegung eines freien 
Körpers näher zu untersuchen, wobei wir das Wort Körper einfach 
im Sinne eines starren Massensystems gebrauchen. Zu dem Zwecke 
knüpfen wir wieder an den in der Gleichung (4) des vorigen Kapitels 
gegebenen Ausdruck für die kinetische Energie an. Denken wir uns 
denselben auf ein in dem Körper festes Koordinatensystem bezogen, 
so wird er eine quadratische Form der kinematischen Koordinaten 
u, v . . . mit konstanten Koeffizienten, denn die Koordinaten a:^, y^, B^, 
von denen diese Koeffizienten abhängen, erfahren in einem solchen 
Koordinatensystem keine Änderung. Wir fragen nun, oh durch ge- 
eignete Wahl des Koordinatensystems sich der Ausdruck für die 
kinetische Energie auf eine besonders einfache Form bringen läßt. 

Wir denken uns den Ausdruck für T, wie er sich durch Aus- 
rechnung der Klammern in der Formel: 

(1) 2'--|-2:«Se{(u~r«/g + qs5)*+(T-p^g-f ra;y)^-f-(w-q^g-|-p^^)»} 

ergibt, in drei Teile zerlegt, von denen der erste nur u, v, w, der 
letzte nur p, q, r und der mittlere beide Tripel von Veränderlichen 
in jedem Glied vereint enthält Der erste Teil ist dann einfach: 
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gesetzt wird. Es sind dann Xg, j/o, s, die Koordinaten des Schwer- 
punktes. Wählt man nua diesen Schwerpunkt des Massen- 
sjsteras zum Koordinatenursprung, so verschwinden a:,,, ?/o, ^d 
und damit T'. Wir wollen das T^, das sieh dann ergiht, zur Unter- 
scheidung schreiben: 

und haben jetzt: 

r = Tfl + Ty 

Die gesamte kinetische Energie zerfällt so in zwei Teile, der erste 
Teil rührt von der Bewegung des Schwerpunktes her und ist gleich 
der kinetischen Energie der in diesem Schwerpuckte konzentrierten 
Gesamtmasse, der zweite Teil bezieht sich auf die Drehung um den 
Schwerpmikt. 

Es bleibt noch dieser zweite Teil des Ausdruckes für die kine- 
tische Energie zu untersuchen. Derselbe ist durch den Ausdruck (Ib) 
gegeben, wofür wir auch schreiben können: 

(Id) r, =-|-2mJ|(V+^/?' + ^e')(P'+q' + r^)-{^JP + |/eq + ^ery|• 
Hierin wollen wir setzen: 

(3) p= + q^ + r^ = co\ 

wobei a> die Winkelgeschwindigkeit der momentanen Schraub ung 
bezeichnet, femer: 

(4) 2)m^{X(,^ + i/^q + s^r)^ = 0^, 
und endlich: 

(5) 2:m^ («/ + ^J/ + 2?') = -D- 

Dieser letzte Ausdruck ist das Trägheitsmoment des Massensystems 
für den Koordinatenursprung. Bei Einführung der vorstehenden 
Bezeichnungen wird die Gleichung (Id): 

(le) r,--i{i>o'-«>|- 
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Wir wollen nun die Formel (4) weiter erörtern. Macien wir 
in ihr: 

(6) p = öÄ, q = ey, r = öS, 
so wird sie: 

(7) 2:m^(x^x + p^y + ^^Bf = 1. 

Deuten wir in dieser Gleictiimg x, y, s als Punktkoordinaten, so 
stellt sie ein Ellipsoid dar, das wir als das Binetsche Trägheita- 
ellipsoid bezeichnen wollen.*) Der Mittelpunkt desselben ist der 
Koordinatenursprung, den wir mit dem Schwerpunkte 8 des Massen- 
systems zusammenfallen lassen wollten. Ist P ein Punkt des Ellipsoids 
und vergrößern wir den Radiusvektor SP im Verhältnis 6:1, so 
wird die Länge des Kadiusvektors SP', in den SF übergeht, gleich ca. 
Wenn nun p, q, r gegeben sind, so ist auch der Punkt P', dessen 
Koordinaten diese Größen sind, gegeben, und man kann das Trägheits- 
ellipsoid dann benutzen, um e zu bestimmen. Denn wenn der Strahl 
SI" das Ellipsoid in P trifft, so wird: 



Nach dem Ausdrucke (le) für die kinetische Energie T^ der 
Drehung sieht man sofort, daß bei gegebenem o diese Energie einen 
Extremwert erreicht, wenn der Radiusvektor SP des Binetschen 
Trägheitsellipsoids einen Extremwert erreicht, also in eine Halbachse 
des Ellipsoids fallt. 

Wir wollen das Koordinatensystem nun so annehmen, daß seine 
Achsen mit den Hauptachsen des Trägheitsellipsoids zusammenfallen 
und das letztere infolgedessen eine Gleichung von folgender Gestalt 
erhält: 

(8) Ä'ß^B'fWJz'^l. 

Dann wird die Formel (4), wenn wir zur Unterscheidung hier für 
p, q, r Kursive verwenden: 

(4a) ö^ = ^y ^ B'q^ + Cr'; 

während die Formel (3) ungeändert bleibt. Dia linke Seite in der 
Gleichung (5) ist aber, wie man sofort sieht, die Summe der Koeffi- 
zienten von x^, y^ und b^ in der Gleichung (7) des Trägheitsellipsoids 
und bei der Koordinatentransformation invariant. Es wird demnach jetzt: 

(5a) B = A'+B'+C'. 

Somit erhalten wir: 

(If) 2T^= {B'+ CV+ CC'+ A!)<f+{_A!^ B')r% 

1) Vgl. Einet, Journ, de l'J^cole polytechn , Cah, Ifl, 18!3, p. 41. 
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oder wenn wir: 

(9) B'+C'^A, C'~I-A'=B, A'+B'=C 

macben: 

(lg) T,= l{Ap^+Bq'+Cr'), 

uod demiiaeh wird bei dieser besonderen Wahl des Koordinatensystems 
die gesamte kinetiscbe Energie: 

(1 h) r = I M{ii^ +v^+w^) + i {Ap' + Bq^ + Cr^). 
Die Koordinatenacbsen heißen dann die Hanptträgheitsachsen 
des Körpers^) Da T immer positiv sein muß, ist sofort zu schließen, 
daß aueb A, B, C stfts positiv sind Wir nebmen im folgenden 
außerdem A B '~> f an, indem wir die Gleichbeit zweier dieser 
Größen tiotzdem sie bei der Tbeoiie des Kreisels^) eine große Rolle 
spielt ausschließen 

Aus dem ^oistebenden AusdiucKe für T ergeben sich sofort die 
Koordinaten dei Beschleunigung&dynime ^la seine partiellen Deri vierten: 

(101 § = J/ ( jj == JlTi, ? = !/"« }. = Ap, li = Bq, v = Cr, 
und damit weiden die Bewegungsgleichungen (14) des vorigen 
Kapitels, wenn wir zur Unterscheidung die Koordinaten der Bescbleu- 
uigungsdyname für dieses besondere Koordinatensystem mit Kursiven 
bezeichnen : 

{X=M\f^+q«,-rv\, L - A^ ~ (B ~ C)qr, 

(11) I r--Jf[|| + rii-j)»), M-b\^^~{C -Ä)r]i, 

\z-M\f^+I,v-qu\, S-0\\-(A-B)s,q^ 

Wenn wir durch die Gleichungen (2) die Koordinaten X/,, p^, z^ 
des Schwerpunktes einfübren, so lassen sieb auch die ersten der drei auf 
ein im Räume festes Koordinatensystem bezogenen Bewegungs- 
gleichungen auf eine bemerkenswerte Form bringen. Es wird uämlich: 

(12a) l-Mx^, n-^i„ g = -*^^o. 

mitbin gehen die ersten drei Gleichungen (9) des vorigen Kapitels 
fiher in: 

(12b) X = Mx„ Y^Mp^, Z^MS^. 



1) Sie smd von &egner entdeckt "worden, Speeimeii theoriae turbiaiam 17ö5. 

2) Es ist hiei der Ort auf das Werk von Klein und Sommerfeld, Die 
Theoue des Kreibels " Hefte, 1897—1903, zu verweisen, in dem diese Tlieorie 
mitsamt ihiea allgemeinen Grundlagen erschöpfend entwickelt ist. 
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Diese Gleicliiiiigea zeigen, daß die Resultante der Beschleunigungs- 
djname an Größe und ßichtung gleich wird dem mit der G-esarat- 
masse multiplizierten Beschleuaigungsvektor des Schwerpunktes. 
Es ist somit möglich, die Bewegung des Schwerpunlites völlig ge- 
sondert zu beschreiben, indem man sich denselben mit der Gesamt- 
masse M behaftet denkt und den mit dieser Gesamtmasse multipli- 
zierten Beschleunigungavektor als Kraftvektor einführt. 

Es zeigen aber die drei letzten Gleichungen (11), daß auch die 
Drehung um den Schwerpunkt sieh gesondert beschreiben läßt.^) 
Denn in diesen Gleichungen kommen auf der einen Seite nur die 
Komponenten des Momentes der Besehlennigungsdjname für den 
Schwerpunkt, genommen nach den Hauptträgheitsachsen, vor, auf 
der anderen Seite die Komponenten der Drehung um den Schwer- 
punkt, ebenfalls nach den Hauptträgheitsachsen genommen. 

Es zerfällt so die Darstellung der freien Bewegung eines starren 
Körpers in zwei völlig getrennte Teile, Der eine betrifft die Be- 
wegung des Schwerpunktes, der andere die Drehimg um den Schwer- 
punkt, Wir haben die Gleichungen für die letztere auf die Haupt- 
trägheitsachsen bezogen, wir wollen sie auch geben für ein Koordi- 
natensystem mit beliebigen, im Räume festen Aehsenriehtungen, Wir 
fragen deshalb, wie sieh die drei letzten Koordinaten X, fi, v des 
Impulses ändern, wenn man das zugrunde gelegte Koordinatensystem 
um seinen Ursprung dreht. Wir heaeiclmen wieder mit 



, ßi, n; 



, A. 72-, 



, ßs, n 



die Richtnngskosinus der neuen Koordinatenachsen im alten System, 
so daß die Koordinaten eines Punktes, die im alten System x, y, s 
waren im neuen werden: 



ri«. 



(13«) 






Dabei ist zu beachten, daß, da jede der neuen Koordinatenrichtungen 
auf den anderen beiden senkrecht steht, z, B.: 

ist. Dann wird z.B., wenn wir auch die Koordinaten des Impulses 
im neuen Systeme durch Akzente auszeichnen: 



1) Euler, Scientia navalis, 1749 (I, g 128). Die Gleichungen selbst gab 
Euler in den Miämoires de l'Acad, de Berlin, .Anuäe 1758, p. 154. 
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+ K/3g-ß3(3s)(a;gj(^- j/gAp) 

Somit ergibt sich: 

Ebenso wird: 

v'^(i,X + ß,!i + y,v. 
Wir lassen nun die ursprüngliche Lage der Eoordinatenaehsen 
mit den Hauptträgheitsachsen zusammenfallen, dann ergibt sich 
wie oben: 

lu dem neuen Koordinatensystem, dessen Ursprung immer noch der 
Schwerpunkt, also im Eaume beweglich ist, dessen Koordinaten- 
richtungen aber beliehig und im Räume fest sein sollen, wollen, wir 
die drei letzten Koordinaten der Beschleunigungsdyname mit L^, Ji^, 
N^ bezeichnen, dann wird: 

J = ^, M = ^'; JV = — 

"'" dt '^ dt " dt 

oder: 

(13) M,= ^-^{a,Ap + ß,Bq + y,Cr), 

l ^0 = ^(«B^i^ + ^3-5« + fzCr). 
Nehmen wir nun insbesondere an, die Bewegung des starren 
Körpers sei eine natürliche, bei welcher die Koordinaten der Be- 
schleunigungsdyname alle verschwinden, ao ergeben zunächst die Glei- 
chungen (l2b) für die Bewegung des Schwerpunktes: 

woraus durch Integration folgt: 

(14) ajß = a, ^0 = h, i^ — c, 

wenn a, h, c Konstanten bedeuten. Der Schwerpunkt bewegt sich 
also mit unveränderter Geschwindigkeit und in unveränderter Rich- 
tung weiter. 

Nicht so einfach aber ist die Drehung um den Schwerpunkt zu 
beschreiben, die der Körper ausfährt. Es werden zunächst die 
letzten drei Gleichungen (11): 
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= (iJ — C}qr, 


„äs 


^(C — A)rp, 


d,- 


- (4 - E)i,q, 



(16) 



Wenn aber die nrspr (in glichen Koordinaten der Beschleunigungs- 
dyname alle verschwinden, so werden auch L^^, M/^, Ng = 0, wie man 
sofort sieht, wenn man z. B. den Ausdruck L(,^j-^2Jm^{kg(yQ — yo) 
— it^{^'.' — ^o)] ™i* Rüclisicht auf die Gleiehungeu (2) und (8) des 
vorigen und die Gleichungen (12a) dieses Kapitels ausrechnet. Dann 
aber gehen die Gleichungen (13) in eine Foi-m über, die sich sofort 
integrieren läßt und ergibt: 

j cc,Ap + ß,Bq + y,Gr = f, 
(16) a^Ap + ß,Bq + nCr = g, 

\ a^Ap + ß^Bq + ygCr = A, 
wenn f, g, h drei Integrationskonstanteu bezeichnen, während «j, /3j, f^; 
f^i ß3> Ts'' "ä' ßs' fi ^^^ Richtungskosinus der Hauptträgheitsachsen 
in dem festgerichteten Koordinatensystem sind. An die beiden 
Gleichungssysteme (15) und (16) hat sich die Diskussion der Drehung 
um den Schwerpunkt anzuschließen. 

Aus den Gleichungen (15), die als die Eulerschen Gleichungen 
bezeichnet werden, folgt, indem man sie der Reihe nach mit p, q, r 
multipliziert und addiert: 



oder integriert: 

(17) Ap'+Bq'-{-Cr'=2T, 

wo 2T jet7t eine Konstante bezeichnet T ist aber gemäß der 
Gleichung (lg) die kinetische Eneigie dei Drehung und die Glei- 
chung (17) drtickt somit aus, daß diese Energie im Verlaufe der 
Bewegung konstant bleibt 

Multiplizieit man die Gleichungen (15) der Reihe nach mit Ap, 
Bq, Cr und addiert sie, so eigibt sich die weitere Gleichung: 

deren Integration liefert: 

(18) ^V + &(f + CV* = Q\ 
wenn G wieder eine Integrationskonstante bedeutet. 
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Bei den Gleichungeii (16) ist über die Orientierung des Koordi- 
natensystems noch nicht verfügt worden. Wir denken uns diese so 
getroffen, daß in einem bestimmten ÄugenbUcke: 

^,-ß,- 7z = Äp:Bq:Cr 
ist. Weil allgemein: 



a,Ai} + ß,Bq + r,Cr = 0, a^Ap + ßJJq + y^Cr = 

sein. Da diese Ausdrücke aber nach den ersten beiden Gleichungen (16) 
gleich den Konstanten f und (/ sein sollen, so folgt: 
(19a) f=0 und ,9 = 0. 

Nun muß auch: 

V+V+%'=1, aj^+cc,ß,+ a,ß, = usw. 
sein, wie aus den Substifcutionsgleichungen (13") sofort durch Qua- 
drieren und Addieren mit Rücksicht auf die Identität: 

x'^ -\. y'^ Jf s'^= x" + y^ + s^ 
folgt, es ergibt eich daher, indem wir die Gleichungen (16) quadrieren 
und addieren: 

Vergleichen wir dies mit (18), so sehen wir, daß wir: 

(19b) lt=G 

annehmen können. 

Aus den beiden ersten Gleichungen (16) folgt aber, wenn /'=0 
und ^ = 0: 

Ap:Bq: Cr = {ß,n~ß,?,) ■ (/i«. " rs^i) = («i/^s -«.Ä), 
dies bedeutet: 

(19c) Apißq: Cr = «g : jSa : y^ 

Es sind also während des ganzen Verlaufes der Bewegung die Rieh- 
tungskosinus der im Räume uuTeränderlichen .s-Achse gegen die 
Hauptträgheitsachsen des Körpers proportional zu Ap, Bq, Cr. 
Deuten wir demnach diese Größen: 

(20) X = Ap, !i=^Bq, v = Cr 

als Koordinaten eines Punktes in dem auf die Hauptträgheitsaehsen 
bezogenen Koordinatensystem, so bleibt nach der Formel (18) die 
Entfernung dieses Punktes, den wir als den Trägheitspol be- 
zeichnen, Ton dem Schwerpunkte, nämlich 
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(18a) G^YX^+!i^ + Ä 

ungeändei-t, anderseits aber bleibt auch die gerade Linie, die von 
dem Schwerpunkte nach dem Trägheitspole hinführt, da sie nach (19c) 
mit der im Räume festen s-Achse zusammenfällt, ungeändert, und 
heißt deshalb die invariable Linie. Wenn wir demnach den 
Schwerpunkt als ruhend voraussetzen, so ist auch der Trägheitspol 
ein fester Punkt im Räume. 

Deuten wir ebenfalls p, q, r als Koordinaten eines Punktes, be- 
zogen auf die Hauptträgheitsachsen, und nennen diesen Punkt den 
Drehungspol, so liefert der Radiusvektor, der von dem Schwer- 
punkte nach demselben hinführt, die Lage der momentanen Rotations- 
achse im Körper und die Entfernung dea Drehungspols vom Schwer- 
punkte ist gleich der Rotationsgeschwindigkeit; 



m = Vp^ + S' + '■'"■ 
Im Verlaufe der Drehung muß sieh der Drehangspol, wenn er 
nicht in eine Hauptträgheitsachse fällt, auf einer Raunikurve vierter 
Ordnung bewegen, welche die Sehnittkurve zweier Ellipsoide hildet. 
Dies sind die Ellipsoide, welche durch die Gleichungen: 

(17) Ap" + Bq" + Cr^ = 2T 

(18) AY + -B'g' + c^'-^ = &' 

festgelegt werden, wenn man p, q, r als Funktko ordinalen deutet. 
Aus diesen beiden Gfleichungen kann man die folgenden herleiten: 

lB{A - B)g^ + G[Ä - C)r' = 2 AT - G'\ 

(21) \c{B- C)r^ - A{A - B)p' = 2BT ~ G^, 
\a{A-C)p' + B{B- C)q^^ -{2CT~0^), 

wobei wir A >..B > voraussetzen, und außerdem ergibt sich: 

(22) A{2AT- G')p^ + B{2BT^ G^)q'+C{2CT- G^)r* = 0. 

Die Gleichungen (21) kann man auffassen als die Gleichungen dreier 
Zylinder, welche durch die Raumkurve vierter Ordnung hindurch- 
gehen, oder als die Gleichungen der Projektionen dieser Raumkurve 
auf die Koordinatenebenen. Mit der Bewegung des Körpers selbst 
muß auch die Raumkurve, welche die Bahn des Drehungspoles bildet, 
oder, wie sie nach Poinsot^) heißt, die Polhodie, reell sein, und 
damit auch ihre Projektionskurven auf die Ebenen der Haupt- 
achsen. Unter diesen Projektionskurven müssen nach den Gleichungen 
(21) zwei EUipsen und eine Hyperbel sein, und die Bedingung der 
Realität wird erfüllt, wenn unter der Voraussetzung A> B > C: 

1) Theorie nouTelle de la rotation des corpa. Vgl. S 76, Anm. 1. 
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(23) 2ÄT-G^>(i, 2CT-G^<0, 
mithin: 

(23a) 2CT<G^<2AT 

ist. Wenn eine der rechten Seiten in den Gleichungen (21) NuU 
ist, treten GrenzfäUe ein, die an sieh sehr interessant sind, aber hier 
übergangen werden sollen. Man findet sie z. B. in Rouths Dynamik 
der Systeme starrer Korper behandelt, auf die wir bezüglich des 
ganzen Inhaltes dieses Kapitels verweisen können.^) Die Gleichung 
(22) gibt den Kegel, welcher die Polhodie aus dem Schwerpunkte 
projiziert. Dieser ist ebenfalls stets reell, wenn die Bedingungen (23) 
erfüllt sind. 

Wir denken uns nun an das erste der EUipsoide, das wir als das 
Poinsotsehe Ellipsoid bezeichnen wollen, in dem Punkte mit 
den Koordinaten p, q, r die Tangentialebene gelegt. Dieselbe hat 
die Gleichung: 

oder mit B.iicksicht auf (20): 

(24) }.x + !iti + v^.^2T. 
Diese Gleichung bringen wir auf die Normalform: 

(24a) cos ß a; + cos j5 !/ + cos j- s = f|, 

wenn wir sie durch G [ygl. (18a)] dividieren. Es sind also die 
Richtungskosinus des aus dem Koordinatenursprung, d. h. aus dem 
Schwerpunkte auf die Ebene gefällten Lotes: 

(25a) cosa^g:- coBj3 = g-> cosy^-^, 

dies Lot fällt demnach der Richtung nach mit der invariablen Linie 
zusammen und ist im Räume fest. Die Länge des Lotes ist: 

(26b) fl-^. 

also ebenfalls konstant. Die ganze Ebene behält mithin im Räume 
ihre Lage gegen den Schwerpunkt bei, und das Poinsotsehe Ellipsoid, 
das mit dem Körper beweglich ist, bewegt sich so, daß es diese feste 
Ebene beständig berührt, und zwar in dem jeweiligen Drehungspol. 
Da sonach die momentane Drehachse jedesmal durch den Berührungs- 
punkt des Ellipsoides mit der Ebene hindurchgeht, ist die Bewegung 
des Elhpsoides auf der festen Ebene ein einfaches Bollen und wir 
können sagen: Die Bewegung des Körpers um seinen Schwer- 



1) Deutaclie Ausgabe (Leipäig 1S98) 2, I 
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paukt kann dargestellt werden, indem man ein Ellipsoid 
sich so um seinen Mittelpunkt drehen läßt, daß es gleich- 
zeitig auf einer festen Ebene rollt. 

Die Komponente der Drehgeschwindigkeit nach einer hestimmten 
Richtung, die mit den Hauptträgheitsaclisen die Winkel «, ß, y bildet, 
ist gegeben durch den Ausdruck: 

j) cos K + g cos (3 + r cos -y. 

Suchen wir insbesondere die Komponente nach der invariablen Linie, 
so sind für cos«, eos^, cosj- die obenstehenden Werte zu nehmen, 
und wir finden für die Komponente den Ausdruck: 

(_JOJ ■- g, — — ^ _ ^ _ g. 

Die Komponente der Drehgeschwindigkeit nach der in- 
variablen Linie, die durch das vom Schwerpunkte auf die 
feste Ebene gefällte Lot gegeben wird, ist also konstant 
und gleich der Länge t) dieses Lotes. 

Bei der Drehung des Körpers um den Schwerpunkt vollführt 
nun auch der Trägheitspol, der im Räume fest ist, im Körper eine 
bestimmte Bewegung, und zwar muß er sich, da sein Abstand vom 
Schwerpunkte konstant = G ist, auf einer Kugel bewegen, die, wenn 
X, (i, V wieder die Koordinaten des Trägheitspoles sind, durch die 
Gleichung: 

(27) X' + ti' + v'=G' 

gegeben wird. Substituiert man in die Gleichung (17) die Werte 
)., ft, V aus (20), so wird sie: 

(28) J + ^' + ^-_2l.. 

Durch diese Gleichung wird, wenn X, ji, v als Punktkoordinaten ge- 
deutet werden, ein drittes Elhpsoid dargestellt, das wir als das 
Mac Cullaghsche Ellipsoid^J bezeichnen. Dieses Ellipsoid ist 
ebenfalls mit dem Körper fest verbunden, sein Mittelpunkt ist der 
Schwerpunkt des Körpers und es bewegt sich mit dem letzteren so, 
daß es immer dnrch den im Räume festen Trägheitspol hindurch- 
geht. Seine Tangentialebene im Trägheitspol hat in laufenden Koordi- 
naten X, y, 3 die Gleichung: 

ä' + bV + o'-^^ 

oder: 

px-\-qy-\-rs = 2T. 

1) Vgl. von Mü. CuUagh den Auszug aus semen Vorlesungen Trans, of the 
R. IriBh Acad., Vol. 22, p. 139 (1849), Works, p. 329, 
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Diese Gleiclmag bringen wir auf die Normalform, indem wir sie durch 



&^Vp' + q' + r' 
dividieren. Wir sehen dann, daß das vom Schwerpunkte 
Tangentialebene gefällte Lot die ßichtungakosinus: 



bat, also der Lage nach mit der momentanen Rotationsachse zu- 
sammenfällt, während die Länge des Lotes: 

(29) l = ^ 

wird, also der zugehörigen Eotationsge seh windigkeit umgekehrt pro- 
portional ist. 

Der Trägheitspol bewegt sieh im Körper auf der durch die 
beiden Gleichungen (27) und (28) dargestellten Raumkurve, Diese 
Raumknrve ist als Schnittkurye einer Kugel mit einem konzentrischen 
EUipsoid ein sphärischer Kegelschnitt. Durch denselben gehen wieder 
drei Zylinder und ein Kegel hindurch. Man erhält deren Gleichungen 
sofort, wenn man in den Gleiehnngen (21) und (22): 

2. fl V 

setzt. Die Gleichung des Kegels z. B. wird: 

,„^, '2AT-G' ,„ , 2BT-G' „ , iCT-G'' , . 

(30) —.^-)}+^^ f«. + ._.^._.^^ = 0, 

und dies ist der Kegel, der von der invariablen Linie innerhalb 
des Körpers durchstrichen wird. Wir führen nun noch die Ebene 
ein, die senkrecht zu der invariablen Linie durch den Schwerpunkt 
gelegt wird und somit zu der früher in Betracht gezogenen festen 
Ebene parallel ist. Die neue Ebene ist dann ebenfalls im Räume 
fest und soll die invariable Ebene heißen. Ihre Gleichung lautet 
in dem auf die Hauptträgheitsachsen bezogenen Koordinatensystem: 

(31) Aa; + fty + r^ = 0. 

Die invariable Ebene umhüllt bei der Drehung einen im Körper 
festen Kegel, welcher polar ist zu dem von der invariablen Linie 
durchstrichen en Kegel, d. h. jede Seitenlinie des einen Kegels ist zu 
einer Tangentialebene des anderen Kegels senkrecht. Eine Tangential- 
ebene des durch die Gleichung (30) gegebenen Kegels wird aber dar- 
gestellt wie folgt: 

a^I-ffä , , rßT-G^ , , ■iGT-G' , .. 
—2 X-x + — g— — li'U + -—Q v-z'=\i, 



wenn af, t^, z' laufende Punktkoordinaten bezeichnen. Erriclitet man 
auf dieser Ebene im Schwerpunkte das Lot, so wird für die Ko- 
ordinaten X, y, s eines Punktes auf demselben: 
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_ -1" ^-•'' 

und setzt man die hieraus folgenden Werte für i, ft, v in (30) ein, 
so ergibt sieh: 

•^^^^ 2ÄT"-<P ^' "^ ¥BT~C? '"^ + 2CT-G'^^ °° *^ 

als die Gleichung des Ton der invariablen Ebene umhüllten Kegels. 
Dieser selbe Kegel wird aber auch erfüllt von den durch den 
Schwerpunkt gehenden Loten, die man in der Verbind ungs ebene der 
invariablen Linie und der Rotationsachse auf der ersteren errichtet. 
Denn die Richtungekosinus |, tj, g einer Linie, die auf der invariablen 
Linie und der Rotationsachse senkrecht steht, müssen den beiden 
Gleichungen genügen: 

Äp^ + Bqrt+CH^O, p^ + q7i + rt = 0, 



i: V ■■ t- {£ - C) qr :{C - Ä)rp:{A- B)pq, 
Für die Koordinaten x, y, s eines Punktes auf der Linie durch den 
Schwerpunkt, die auf der zuletzt gefundenen Linie und der invariablen 
Linie senkrecht steht, ergibt sieh demnach: 

(B - C) qrx -\- {C ~ A) rptj + {Ä - B) pqs = 0, 
Apx + Bqy +■ Crz = 0. 

Daraus aber finden wir, weil z. B. 

Bq-(A -B)pq- Cr-(0 -Ä)rp = {A{Bq^ + Gr^ - (B'q' + C^r')]p 
und dies mit Rücksicht auf (17) und (18): 

= (2AT^G^)p 
wird : 

x:y:s = (_2AT~ G^)p:{2BT~ G^) q: {2ÜT - G^)r. 

Wenn wir die hieraus folgenden Werte von p, q, r in die Gleichung 
(22) einsetzen, ergibt sich genau die Gleichung (32). Demnach liegt 
die Linie, längs welcher die invariable Ebene den von ihr umhüllten 
Kegel berührt und welche mit der invariablen Ebene auf der in- 
variablen Linie notwendig senkrecht steht, immer in der Ebene, 
welche die letztere Linie mit der momentanen Rotationsachse verbindet. 
Zerlegen wir also die wirklich stattfindende Drehung in zwei 
Komponenten, nämlich eine Drehung um die invariable Linie und 
eine um eine dazu senkrechte Achse, so bildet die letztere Achse 
immer die Linie, längs welcher der zuletzt betrachtete Kegel bei der 
gerade vorliegenden Stellung des Körpers die invariable Ebene berühii. 
Weil demnach dieser Kegel sich in jedem Augenblicke um die Linie 
dreht, längs der er auf der invariablen Ebene aufliegt, bedeutet seine 
Bewegung ein Rollen auf dieser Ebene, Dies betrifft die eine Kom- 
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ponente der Drehung. Die Winkelgeschwindigkeit der anderen 
Eomponente, die nach der invariablen Linie genommen wird, ist aber, 
wie wir gefunden haben, konstant, und da die invariable Linie senk- 
recht auf der invariablen Ebene ist, muß man sich diese Ebene nicht 
in sich unbeweglich, sondern wie eine Scheibe um die invariable 
Linie drehbar denken und sie dann mit der konstanten Drehgeachwindig- 
keit h^2T/G herumführen, während gleichzeitig der Kegel auf 
ihr rollt, 

Nehmen wir noch, um den Mechanismus zu vervollständigen, die 
frühere feste Ebene hinzu, die zu der invariablen Ebene im Abstände ^ 
parallel verläuft, und statt des unbegrenzten Kegels den Sektor, den 
er aus dem Poinsotschen Ellipsoid ausschneidet, so liegt dieser Sektor 
mit seiner ellipaoidisch gekrümmten Oberfläche auf der festen Ebene 
auf, während seine Spitze in einem bestimmten Punkte festgehalten 
wird, etwa in dem Bndpunkte einer Stange, die auf der Ebene senk- 
rocht befestigt ist. Um diese Stange soll sich ferner in ihrem End- 
punkte eine der festen Ebene parallele, ebene Scheibe drehen, welche 
den konischen Teil des Sektors berührt und absolut rauh gedacht 
wird, so daß ein Gleiten des Konus an ihr unmöglich ist. Wird 
nun die Scheibe mit konstanter Winkelgeschwindigkeit gedreht, so 
daß sie den konischen Sektor in einer rollenden Bewegung mitführt, 
dann ist diese Bewegung eine Darstellung der „natürlichen Drehung", 
die der Körper um seinen Schwerpunkt ausführt, und so hat Poinsot 
diese Drehung der unmittelbaren Anschauung zugänglich gemacht. 



Einundzwanzigstes Kapitel, 

Bewegungsfreiheit zweiter Stufe. 

Wir wollen jetzt, in Parallele zu der früheren Diskussion der 
Schraubenreiben, den Fall näher erörtern, wo der starre Körper 
Grade der Freiheit oder, wie wir auch sagen woUen, Bewegungs- 
freiheit zweiter Stufe besitzt. Dann können wir, indem wir uns hier 
wie früher auf den zunächst sieh darbietenden „allgemeinen Fall' 
beschränken, annehmen, daß in jedem Augenblicke bei besonderer 
Wahl des zugrunde gelegten Koordinatensystems die Koordinaten 
u, D . . . einer jeden Schraube, in welcher sich der Körper bewegen 
kann, also auch der Schraube, in der er sich wirklich bewegt, den 
folgenden einfachen Beziehungen genügen: 

(i) !l = ßp, » = (3c|, lü - 0, r = 0. 

Die Koordinaten einer Schraubung in dieser Schraube wollen wir 
dann in der Form ansetzen: 



(U) 



-ft q-s, 



•0, 



= tiPf 



,-ßq, w_0. 
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Wenn wir diese Eelationen berück sichtigen, bleiben in dem 
Ausdrucke für die kinetisclie Energie, wie er in der Formel (4) des 
19. Kapitels gegeben ist, von den seclis Sehiaubungskoordinaten nur 
zwei, f und q^, die wir wieder als die unabhängigen Koordinaten 
ansehen, übrig. Es wird dann die Gleichung für die kinetische 



oder: 

(2a) 'iT^%f + 2SSi)§ + %<i, 

wenn wir setzen: 

(2b) S -^ 2:m^{{u - ^)z,^ - x^y^\, 

Wir deuten nun p, q als die rechtwinkligen Koordinaten eines 
Punktes in einer „Bildebene". Dann wird jedem Punkte dieser 
Bildebene eine Schraubung zugeordnet, welche der starre Körper 
trotz der Beschränkung seiner Bewegungsfreiheit ausführen kann. 
Bei dieser Abbildung entsprechen den Schraubungen in einer und 
derselben Schraube die Punkte einer geraden Linie durch den 
Koordinatenursprung der Bildebene. Dieser Koordinatenursprung C 
(p = 0, 3 = 0) ist dabei ein ausgezeichneter Punkt der Abbilduog, 
denn ihm ist nicht eine eigentliche Schraubung, sondern die E,uhe- 
lage des Körpers zugeordnet, wir wollen ihn den Mittelpunkt der 
Bildebene nennen. Die Formel (2 a) zeigt nun sofort, daß den 
Schraubungen, für welche die kinetische Energie einen bestimmten 
Wert hat, jedesmal die Punkte einer Ellipse entsprechen, und alle 
Ellipsen, welche wir so bekommen und welche wir als Trägheits- 
ellipsen bezeichnen, sind konzentrisch, abnlich und ähnlich liegend. 
Ihr gemeinsamer Mittelpunkt ist der Mittelpunkt C der Bildebene, 

Der Abstand eines Bildpnnktes Tom Mittelpunkt 

(3) CO = Yp'+q' 

ist der Winkelgeschwindigkeit der zugehörigen Schraubung gleich. 
Wir wollen dies to in den Ausdruck für die kinetische Energie ein- 
führen und setzen deshalb, indem wir in der Bildebene zu Polar- 
fcoordinaten übergehen; 

(4) j? = la cos <p, q = (0 sin (p, 

dann wird: 

(5) 2T= a^{'ä coa ip^ + 258 cosy siny + G siny^} 
oder: 

(5a) 2T=<a^|(3t-S)cosq;^+2SScos9)sin9) + S) 
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oder endlich: 

(Ob) 2 T = (0^ \-l-{% + S) -}- U^ - ß) cos 2g; + 58 sin 2yj- 

Um diesen Ausdruck geometriscli zu interpretieren, legen wir 
durch den Mittelpunkt der Bildebene einen beliebigen Kreis x, dessen 
Zentrum M wir nur der Bequemlichkeit halber auf der ß-Achse 
annehmen. Der Radius des Kreises sei c, dann lautet seine Gleichung, 
indem wir die Koordinaten seiner Punkte zur Unterscheidung durch 
einen angehängten Index charakterisieren: 

(6) i'o' + So^ = 2cjj„. 
Bildet aber der Radiusvektor nach dem Kre 
den Winkel gi, so wird: 

(7) i), = 2(!cosg>'^, qg = 2cco 
und somit können wir schreiben: 



mkte mit der ß- Achse 



2T= ^|-i-(3[-©)ij, + Sg„+ 6cl- 




Hierbei sind p^,, q^ "üc 
Koordinaten des Kreis - 
punktes P,,, welchen der 
Radiusvektor vom Mittel- 
punkte C der Bildebene 
nach dem Bildpunkte P 
der Scbraubung aus- 
schneidet. 

Die Klammergröße in 
dem Ausdrucke (5 c) ist 
eine lineare Funktion 
von j3(p, <[^, also dem 
Abstände t des Kreis- 
punktes von einer ge- 
raden Linie proportional. 
Die Gleichung dieser 
geraden Linie finden wir, 
indem wir die ein- 



geklammerte Größe gleich Null setzen, also lautet sie: 



(8) 



«+'■ 



Wir bezeichnen diese gerade Linie als die Trügheitsachse t. 
Schreiben wir nun die kinetische Energie: 
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Bo hat der noch hinzugefügte Faktor S den Wert: 

(10) ® = y'i(5t-(5)*+S9^. 

In der Tat wird die in der Formel (Öc) eingeklammerte lineare 
Funktion dem Abstände des Kreispunktes Yon der Trägheitsachse 
gleich, wenn man sie durch diese Größe S) teilt, weil die Gleichung (8) 
der Trägheitsachse durch ® geteilt in die Normalform übergeht, die 
■wir schreiben wollen: 

(8a) cos2ß-p + sm-2a-q-d^0. 

Dabei wird: 

—(91— Et SR 

(8b) cos2g= '-^ ' , siii26 = |, 

mithin: 
(8c) '"g2,-.,^;'_-^-. 

Die Bedeutung des so eingeführten Winkels a erhellt, wenn wir 
die Trägheitsellipsen auf ihre Hauptachsen transformieren. Die Lösung 
dieser Aufgabe wird in den ersten Elementen der analytischen Geo- 



metrie gegeben. 
Gleichungen: 


Definieren - 


"'" ™«' 


Größen 8) nnd § 


durch die 


(11) 


(!) + $-« 


+ E, © 


-§-2B 




und setzen: 










(12) j,' - 


coaßp + sine 


ff. g' = ■ 


- sinflp + coso q, 




so wird ideutiseh: 








(13) 


®J>" + 59". 


- «!.• + i 


ä!8iig+er", 





wie man durch Ausrechnung leicht bestätigen kann, wenn man auf 
der linken Seite cos und sin des doppelten Winkels 2 ff einführt und 
dafür die obenstehenden Werte substituiert. ® und § sind beide 
positiv, denn die beiden Seiten der Gleichung (13) sind gleich der 
doppelten kinetischen Energie, also immer positiv. 
In der Gleichung (8a) ist: 

« = — s; c = ~rä<~ c s';^ c =- cos ^ ö ■ e — ^ — i- c 



oder: 




(14) 


d =- cos 26 


wenn wir: 




(14a) 
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setzen. Es ist dann e der Abstand der Träglieitsachse vom Zentrum 
des gezeicimeten Kreises, denn der Ausdruck 

cos 26 p + sin 2 6 q — d, 

der den Abstand eines Punktes {p, q) von der Trägheitsachse liefert, 
wird nach (14) gleich e, wenn man p — c,q^O macht. Wenn wir mit G- 

und H die Punlite 
bezeichnen, in 
denen die Haupt- 
achsen der Träg- 
heitaellipsen den 
Kreis außer in 
dem Mittelpunkte 
C noch schneiden, 
so wird von den 
Winlicln, welche 
die Badienvek- 
toren CG und CS 
mit der ^-Achse 
bilden, der eine 
gleich 6, derandere 
9 gleich gO** + 6, 
denn nach (12) 
gehen dieseHaupt- 
aehsen durch Dre- 
hung um den 
Winkel fl aus den Koordinatenachsen hervor. GS aber ist ein 
Durchmesser des Kreises, und mithin sind die Winkel, welche diese 
Linie mit der p-Aehse (als einem weiteren Durchmesser) bildet, Zentri- 
winkel des Kreises und gleich den doppelten zugehörigen Peripherie- 
winkeln, also gleich 26 und 2p =- 180" + 26. Das heißt aber 
gemäß der Gleichung (8a), daß diese Linie GH senkrecht zur 
Trägheitsachse t ist. Die Abstände der letzteren von G und S 
sind ^ = e -f c und h — e — c oder: 




(15) 

woraus: 

(16.) 



9- 






g:h-&:^ 



folgt Da © und § beide positiv und die Abstände g und }i somit 
immer nach derselben Seite gerichtet sind, schneidet die Trägheits- 
achse den Kreis nie. 
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Wir suchen nun ron der Trägbeitsacbse den Pol bezüglich des 
Dieser Pol T muß auf dem Durchmesser GH liegen und 
nennen wir f seinen Abstand vom Kreismittelpunkte M, so wird: 

also nach (14a): 

Der Winkel, den die Linie 71/2' mit der positiTen Richtung der 
j7-Aciise bildet, ist 2p = 180" + 2ö, und damit werden die Koordinaten 
des Punktes T, den wir als den Trägheitspol bezeichnen: 

Pi = c - fcos2e, qi= — /■sin2e, 
also nach (16) und (8b): 

_ _ ^-'S , _ a^ 

oder: 

Mit Hilfe dieses Trägheitspoles läßt sich eine zweite geometrische 
Darstellung der kinetischen Energie geben. Zu derselben gelangen 
wir wie folgt. 

Wir bezeichnen mit p^, q^ und p^, q^ die Koordinaten irgend 
zweier Punkte Q und R der Bildebene, dann haben die geraden 
Linien CQ und CR, welche diese Punkte mit dem Koordinaten- 
ursprunge verbinden, die Gleichungen: 

iiP - Ihi = 0, q^p _ j)^g = 0. 
Durch IWultiplikation derselben entsteht die Gleichung für das Paar 
der Verbindungslinien: 

iifhP^ - iPA^ +Pi1>.)Pi +i'iP.ä' = 0. 
Dieses Linienpaar bringen wir nun zum Schnitt mit dem Kreise jc, 
dessen Gleichung lautet: 

}ß + <i = %e%). 

Wenn wir diese Gleichung mit PxP% multiplizieren, von ihr die vorige 
abziehen und die Differenz durch p teilen, so erhalten wir eine lineare 
Gleichung: 

(18) {PiPt - Qiih)p + {Pili -\-lhqi)l — '^PiPi<^'- 0- 



Auf der durch diese Gleichung dargestellten geraden Linie i 
die beiden Punkte Q^, R^ liegen, welche die beiden Strahlen CQ, CR 
durch den Mittelpunkt C der Bildebene außer C mit dem Kreise 
gemein haben. 
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Der Abstand u irgendeines Punktes von der gefundenen geraden 
Linie wird erhalten, indem wir für die Koordinaten dieses Punktes 
die linte Seite der vorstehenden Gleichun" bilden und sie noch durch: 



dividieren. Dabei wollen wir diese Wurzel mit dem negativen Vor- 
zeichen nehmen. Für den Punkt wählen wir nun den Trligheitspol, 
entnehmen also die Punktkoordinaten aus (17) und können dann 

„ 31 j), Pa 4- B (p, g, + Ps g,) + gg. ga 



oder; 



Wir lassen jetzt die beiden Kreispunkte Q^, R^, welche durch 
die Verhältnisse pjQi und p^/^^ charakterisiert sind, einander unendlich 
nahe rücken, dann wird die Verbindungslinie derselben zur Kreis- 
tangente. Machen wir aber in der vorstehenden Formel p^ = p.2 = 2), 
1i~ 1i^ 1 ^''^^ setzen noch y'j)^+ g^= (u, so wird sie: 



(200) u = Se- 



al -|-e)o> 



Der Zähler des Bruches ist jetzt die doppelte kinetische Energie 2T 
und so finden wir: 



(20) T'=^J.% + ^)v.a 



Um die Bedeutung dieser Formel richtig zu erfassen, sehen wir 
die Punkte des Kreises als die Bilder der Schrauben an, in denen die 
Schraubungen erfolgen. In der Tat entsprechen Schraubungen in 
derselben Schraube Punkten eines Strahles durch den Mittelpunkt 
der Bildebene, und dieser Strahl schneidet aus dem Kreise einen be- 
stimmten Punkt aus, den wir als den Bildpunkt der Schraube ansehen. 
So kommen wir wieder zu der früheren Darstellung der Schrauben 
einer Schraubenreihe durcii die Punkte eines Kreises zurück.*) Den 
Kreis wollen wir auch wieder einfach als Bildkreis bezeichnen. Es ist 
eine dem Körper mögliche Schraubung charakterisiert durch die zu- 
gehörige Schraube, die wir durch den Bildpunkt auf dem Bildkreiee 
festlegen, und die Winkelgeschwindigkeit to. Die Formel (20) zeigt dann, 
daß die kinetische Energie der Schraubung außer dem 

I) Man vergleicho Ball, Proceedings of the R. Iriah Acad. (2) IV, 1883, 
p. 29, CuHiiingham Memoira (E Irisli Acad.) Nr, 4, 1886 und Theoiy of Sorews. 
Chiip. XII, 
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Quadrate der Winkelgeschwindigkeit o dem Abstände des 
Trägheitspolee Yon der Tangente des Bildkreises in dem 
Bildpunkte der zugehörigen Schraube proportional ist. 

Der allgemeine Ausdruck (19) für u verschwindet, d, h. die Ver- 
bindungslinie der beiden Kreispunkte geht durch den Trägheitspol T, 
wenn: 

(21) StiJiiJa + ®Oi52+i's'fi)+ S§i3, = 

■wird. Dann aber liegen die Punkte Q, B, mit den Koordinaten^,, gj 
und p^, q^ auf zwei konjugierten DiirehmeBaern der Trägheitsellipsen. 
Nehmen wir noch den Punkt P mit den Koordinaten: 

(22) P-lh-^Pi, ^l-^h+% 

hinzu, so bilden die vier Punkte G, Q, P, B (Fig. 25) die Ecken 
eines Parallelogramms, von dem zwei Seiten konjugierte Durchmesser 
der Trägheitsellipsen darstellen. Dann folgt aus den Gfleichungen (22) 
und (21) unmittelbar, daß: 

(23). %p'+2^pq+iEr' 

= (9(i>/ + 2 Si>i 2i + e^Zi') + i^Pi' + 2 «ÄSä + e&')- 
d. h. die kinetische Energie der durch den Punkt P abgebildeten 
Sehraubung gleich der Summe der kinetischen Energien der durch 
die beiden Punkte Q^ R gegebenen Schraubungen wird. Diese 
letzteren Sohraubungen können wir als die Komponenten der ersten 
Schraubung nach zwei bestimmten Schrauben, deren Bildpunkte durch 
konjugierte Durchmesser der Trägheitsellipsen aus dem Bildkreise 
ausgeschnitten werden, ansehen. Solehe zwei Schrauben bezeichnen 
wir mit Ball als konjugierte Trägheitssehrauben. Wie wir 
sahen, sind die Bildpunkte §g, P^ derselben immer die Endpunkte 
einer durch den Trägheitspol gehenden Sehne des Bildkreises. 

Ein sehr spezieller Fall, der aber besonderes Interesse besitzt, 
ist der, wo in der Gleichung (2) alle ^n = und außerdem « und 
ß = werden, d. h. wo sich alle dem Massensjstem mögliche Schrau- 
bungen auf Drehungen um die in der a;y-Ebene liegenden und durch 
den Koordinatenursprung gehenden Achsen reduzieren. Dann ist das 
Massensystem ein ebenes, alle Massenpunkte liegen in der xy-Ehens, 
und es wird: 

Machen wir hierin: 

p — ey- cos <p, 5 ^ 0) ■ sin (p, 
so wird: 

2 2" = (a^ ■ Snig (*/,, cos tji — x,^ sin <py. 

Dieser Ausdruck gestattet aber eine einfache Interpretation. Ziehen 
wir in der «(/-Ebene durch den Koordiuaten Ursprung die Linie I, 
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welche mit der a:-Achse den Winkel <p bildet und nennen s^ den Ab- 
stand des p'™ Masaenpunktes von dieser Linie I, so wird: 

2 r = (0^ ■ 2m.,Si?. 
Der Suramenausdruck J = Sm^s^^ beißt das Trägheitsmoment J 
des ebenen Massensystema für die Achse t. Es wird: 

J" = 2( cos y^ + 2 S cos q; sin q^ + S sin qo*, 
wenn jetzt: 

% = 2]mi,y^^, 93 = — Sm^x^y,,, ß -= Sm^x^^ 

gesetzt wird. Ist V eine zweite Linie, die in der xy-'Ehsia.e durch 
den Koordinatenursprung geht, ip' der Winkel, den sie mit der a!-Acbse 
bildet, sj der Abstand des q*^" Massenpunktes TOn ihr, so heißt der 
Ausdruck: 

das Deviationsmoment des ebenen Massensystems für das Achsen- 
paar I, 1'. Es wird dann: 

D = Sl cos y cos ip' -\'SB (cos ip siu tfl + sin fp cos qs') + ß sin q? sin ip'. 
Den Bildkreis konstruieren wir direkt in der a:?/-Ebene, jeder der 
vorkommenden Rotationsachsen (t, I'), die den Bildkreis alle in dem 
Koor diu Vitenur spruug schneiden, wird ihr zweiter Schnittpunkt mit 
dem Bildkieis als Bildpunkt zugeordnet, dann liefei-t die Eormel (19): 

wenn wir J^=% -\- 6 ^ SmQ {x,f -\- y,f) setzen und mit u den Abstand 
des Trägheitspoles von der Verbindungslinie der Bildpunkte auf 1 und 1' 
bezeichnen. Wenn V mit I zusammenfällt, wird diese Verbindungs- 
linie dieTangente des Bildkreises in dem Bildpunkte von I und gleich- 
zeitig geht D in das Trägheitsmoment J für die Achse ( über. So 
finden wir die einfache graphische Interpretation der Deviations- und 
Trägheitsmomente ebener Massensysteme, die von Mohr angegeben ist.') 

Wir wollen nun, zu dem allgemeinen Fall der Bewegungsfreiheit 
zweiter Stufe zurückkehrend, hierfür die Bewegungsgieichungen nach 
den Vorschriften des 19, Kapitels ableiten. Zu dem Zwecke haben 
wir auszugehen von dem Ausdrucke (2) für die kinetische Energie. 
In diesem Ausdrucke haben wir die Koordinaten der Massenpunkte 
zu variieren, so daß wir erhalten: 



1) Zivilingenieur 1887, p. 13, Abhandlungen aus dem Gebiete der toohnisclieii 
Mechanik, 1906, p. 8'2. 
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Die Variationen äx,j, Sy^, Ss^ sollen hierbei herrühren von einer vir- 
tuellen, d. li. dem Körper laei der augenblicküclien Beschränkung seiner 
Bewegungsfreiheit möglichen Sehraubung, deren unabhängige Koordi- 
naten wir mit (], q bezeichnen, es wird dann: 

Setzen wir diese Werte in den Ausdruck für ST ein, so wird er von 
der Form: 

s'r = {T;-^ + T,i-o;)St 

und wir finden: 

ebenso : 

so daß wir annehmen können: 

indem wir setzen: 

^ ' \€i.^Sm^{ßy^-x,^z^). 

Außerdem sind noch die Deri vierten der kinetischen Energie 
nach p und q zu bilden. Diese knüpfen wir sofort an die Form (2a) 
der Funktion T an und finden: 

Die der Formel (30) des 19. Kapitels entsprechenden Gleichungen 
sollen jetzt aber lauten: 

und setzen wir hierin die gefundenen Werte ein, so ergeben sich die 
Bewegungsgleiehungen ; 



(26) 






Diese Gleichungen liefern, indem man sie mit p, q multipliziert und 
addiert: 

und da dl'^dW ist, auch: 
(26) P^+Öä-^J. 
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wie es notwendig ist, da die Arbeitsleistung der Reaktionskräfte ver- 
aciiwindet. 

Statt p und q kann man auch irgend zwei lineare Funktionen 
You ihnen, j>' und q', als unabhängige Parameter in den Bewegungs- 
gleiehungen wählen. Nehmen wir an, es sei: 



(27) 


P = 


.0,1)'+ 


vi, i 


=-»,?' 


+ i,'/, 




und setzen wir: 
















«A 


-o,6, 


= ^, 






dann wird 


umgelielirt 












(27a) 


j-b'- 


\P - », 


:9, ■^■ 


i'-~ 


hl' + < 


1,5, 


Wird bei 


Einsetzung 


dieser W 


'erte: 








(28) 


%>+28pä + S«' 


_SI'J>' 


'+2t 


)>'s' + 


(J's' 



SO folgt: 

'^^^ 1 «'ii'+ ^'(i'=a.S%p + 58g) + \{SS.p + ©ä). 

In der Tat ergeben sich diese Gleichungen, wenn man die Identität (28) 
nach p' und cl differenziert, mit Kücksicht auf die Beziehungen (27). 
Nehmen wir noch an, daß: 

(30) Dp-SPs-i(D'i.'->P'3') 

werde, so ergibt sich, indem man auf der linken Seite dieser Glei- 
chung die Werte für p und </ aus (27) einsetzt: 

(31) ^$'=Zi,$-«.0, iD'=-&,^ + öiO, 
woraus: 

(31a) ^^■% = a^^'+a^^', ^^ ■ D = 6i^'+ i^O' 
folgt. Wir setzen endlich noch: 

(32) a^F + h^Q = F', a,P+\Q=Q', 

dann erhält mau die neuen Bewegungsgleiehungen, indem man die 
Gleichungen (25) erst mit a^, 6j, dann mit a^, b^ multipliziert und 
jedesmal addiert, sodann durch die Gleiehungen (29), (32), (30) und 
(27a) die gestrichenen Buchstaben einführt. So ergeben sich die 
Gleichungen: 



(33) 



;5^(ay + s'a') = P'- (O'j)'- >li'i!')s', 
i(a'j)'+ 5's') - «'+ (Q'i)'- ?'«>', 
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Diese sind von derselben Form wie die ursprünglicheD Gleichußgeu. 
Es wird hierbei nach (32) und (27 a): 

(34) Py+«'a'-i|(«,P+ 6,e)(S,i)-a,5) + (a,P+i,e)(-6,iJ + <i,5) 

- Pp + Qq. 
Deuten wir nun p, g wieder als Koordinaten eiaes Punktes in 
der Bildebene, so liegt es nahe, die Größen P, Q, welche eine Be- 
schleuniguugadyname festlegen, als Koordinaten einer geraden Linie, 
nämlich der durch die Gleichung: 

(35) Fp + Qq = l 

gegebenen Linie, zu interpretieren. 

Durch die Gleichungen (27) gehen wir von den ursprünglichen 
Koordinaten p, q der Büdpunkte zu anderen, allgemeinen schief- 
winMigen Koordinaten j>', ä' über. Der Koordinatenursprung bleibt 
hierbei der Mittelpunkt der Bildebene. Gleichzeitig transformieren sicli 
die Linienkoordinaten P, Q in P', Q' durch die Substitutionen (32). 
Diese sind kontragredient zu (27), denn sie sind nach (34) so geartet, 
daß die Linie, die vor der Transformation durch die Gleichung: 

(35) Pp +Qq = l 

gegeben ist, nach der Transformation durch die genau ebenso ge- 
bildete Gleichung: 

(35a) F'p'+ Q'q'^l 

dargestellt wird. 

Wir wollen nun die Koeffizienten in den Transformations- 
gleichungen so bestimmen, daß die Bewegungsgleichungen eine mög- 
lichst einfache Form annehmen. Dies geschieht, wenn wir die folgenden 
Substitutionsgleichungen wählen: 

^^^^ I 2=£liy+(2l5p+*8£l)2'. 

Dann wird die Substitutionsdeterminante: 

(37) ^ = Sl^^-!-2i85pO + 60=, 
und wir erhalten: 

(38) 9C/ -!- 2^pq + (iq' = z}{_p'^ + $q'% 
wenn wir: 

(39) d = 2(©-S^ 

setzen. Dies ist die DiBkriminante der quadratischen Form: 
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und stets positiv, weil diese Form stets positiv ist und nur für 
_p ^ 0, 3 = versehwindet. Ans diesem Grunde ist auch /i not- 
wendig positiv und, wenn $ und D nicht beide Null sind, selbst 
von Null verschieden. Die Achsen des neu eingeführten Koordinaten- 
systems bilden konjugierte Durchmesser der Trägheitsellipsen. In der 
Tat wird die Gleichung (21) durch die Wertesysteme ß^, g^ und pg, 
Ja, die sich aus (36) für ß' = und g' = ergeben, befriedigt Von 
den durch (31) eingeführten Größen $', C wird jetzt: 



und somit erhalten wir die Bewegungsgleichungen: 

(^(z(},')-P'+z/V', 
(40) 

wenn wir noch E = /Iä setzen. 

Wir knüpfen an diese Gleichungsform die Betrachtung einiger 
speziellen Fälle an, die von besonderem Interesse sind. 

Der erste Fall ist der, wo der Körper in sehr kurzer Zeit i aus 
der Buhe in eine Bewegung mit endlicher Geschwindigkeit übergeht. 
Dann haben wir die Gleichungen (40) mit dt zu multiplizieren und 
über die sehr kurze Zeit t zu integrieren, während welcher p', q' 
von ausgehend bis zu endlichen Werten wachsen. Auf der linken 
Seite entsteht dann einfach z/p' und Eq', auf der rechten Seite setzen 
wir für die auftretenden Integrale 



ß'"'- ß' 



dt 



wieder P', Q' und vernachlässigen die zweiten Glieder, die gegen 
die linke Seite verschwindend gering sind, da sie dem absoluten 
Betrage nach kleiner sind als ^^g'^-r und — /l^p'q' -t, wobei r 
eine sehr kleine Größe ist. So erhalten wir einfach: 

(41) ^p'=T', Eq'=Q'. 

In dem jetzt vorliegenden Koordinatensystem wird die Gleichung 
[vgl. (35a)j der Linie, deren Koeffizienten F', Q' aus (41) folgen; 

^2}'p" + Eq'q" = l, 

wenn p", q" laufende Punktkoordiuaten bezeichnen. Diese Gleichung 
aber stellt die Polare des Punktes {p', q') bezüglich der durch die 
Gleichung : 

(42) Jp'^+ Eq'^=l 
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gegebenen Ellipse dar. Die Gleichung dieser Ellipse in den iirsprüng- 
üchen Koordinaten lautet wegen (38): 

(423) %p^+2^pq + IS.q'^l, 

es ist eine der TrUgheitsellipsen, die wir schleclitliiii so bezeiclmen 
können, und wir finden so: Die gerade Linie, welche eine in- 
stantane Beschleunigungsdyname oder kurz gesagt einen 
Stoß darstellt, und der Bildpuukt der Schraubung, welche 
dieser Stoß hervorruft, sind einander als Polare und Pol 
bezüglich der Trägheitsellipse zugeordnet. 

Der zweite Fall, den wir betrachten, ist der, wo $'=0 und 
außerdem Q' =0 wird. Dann nehmen die Bewegungsgleichungen die 
Fomi an: 

(43) A(zi,y)-n i(-Eä')-0. 

Wir setzen aber voraus, daß die Bewegungsfreiheit des Körpers dauernd 
derselben Beschränkung unterworfen ist, es sind also z/ und E als 
konstant anzusehen, und die zweite der vorstehenden Gleichungen 
zeigt, daß q' sich im Verlaufe der Bewegung nicht ändert, also 
dauernd = ist. Diese Bewegung ist demnach während ihrer ganzen 
Dauer eine Schraubung in derselben Schraube, die durch q' =^ 
charakterisiert ist, und diese Schraube ist die einzige existierende 
permanente Schraube des Systems,^) Die Gleichungen (36) zeigen 
sofort, daß iiiv q' = p : q = 'iß : €1 wird und so ist der Bildpunkt B^ 
der permanenten Schraube auf dem Bildkreis leicht festzulegen. 

Der dritte Fall, den wir untersuchen, ist der, wo P'^0 und 
^'=0 ist für die ganze Dauer der Bewegung. Dann werden die 
Bewegungsgleichungen, indem wir zl und E = Jd als Konstante 
nicht mit in die Differentiation einschließen: 

(44) 

Die beiden Gleichungen sind aber leicht zu integrieren, und diese 
Integration wollen wir durchführen. Multiplizieren wir zunächst die 
Gleichungen mit j)', S ■ q' und addieren sie, so ergibt sich; 

und daraus durch Integration: 

(45) p"+Sq'^^a% 

1) S. Ball, Transactions of the R. Irish Aoad. XXIX, 1890, p 613, Theoi'v 
of ScrewB, Chap. XXV. 



y Google 



330 Binund zwanzigste ä Kapitel. Bewegungsfreiheit zweiter Stnl'e. 

wenn s eine Konstante bedeutet Diese Gleichung sagt aus, daß die 
kinetische Energie 2' konstant (und zwar gemäß (38) gleich y^f^) 
bleibt. Setzen wir den hieraus folgenden Wert für p' in die zweite 
der Gleichungen ein, so wird sie: 



Machen wir nun: 

—, = ^, also - = d0 und -; e = ti, 

so wird die letzte Gleichung: 

Das Integral dieser Gleichung lautet: 

wobei X eine Konstante bedeutet, die aus dem Anfangszustand der 
Bewegung zu bestimmen ist. In der Tat folgt aus diesem Werte von «: 



a-|(e'+'"-«-'-")=-cy'-"-i- 

Die hier ersebeinenden Funktionen von X+ nt sind sogenannte hyper- 
bolische Funktionen. Wir führen für dieselben die Gudermanusehen 
Bezeichnungen ein: 

-|-(e"+ e-') — So§ V, i(e"— e-") = <Binv 
und weiter: 

-f-—- = See V, ^^- ^ Zana v, 
dann wird: 

(46) 3' -^-i^^t-ÄF+Mi-yT®'' '' + "'' 

und: 

(46.) y _ /äs' /.>-=T _ , g»+i| - . s.„9 (;, + ,ty 



Dies sind die gesuchten Integrale der vorliegenden 1 
gleichungen. Mit unbegrenzt wachsendem t wächst auch So§ (X -f iit) 
über alle Gfrenzen, See (A + (li) nähert sich also der Null, g' wird 
kleiner und kleiner, während iang (X -\- /li) sich dem Grenzwei-t 1, 
also p' dem Wert e nähert, und so sieht man, daß die Bewegung sich 
asymptotisch einer Schraubung in der permanenten Schraube nähert. 
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Anschaulicher noch ist eine Art geometrischer Interpretation der 
Bewegungsgleiehungen. Von diesen ist die Gfleichung (45) eine erste 
Folge. Dieselbe sagt ans, da£ der Bildpnnkt der Schraubung im Ver- 
laufe der Bewegung auf einer Elhpse fortrückt. Diese Ellipse ist 
eine Trägheitsellipse und die kinetische Energie bleibt im Verlaufe 
der ganzen Bewegung konstant. Durch ein zweites Integral wollen 
wir die Bewegung des Radiusvektor nach dem Bildpunkte, d, h. die 
Veränderung, welche die Schraube der jeweiligen Schraubung während 
des Fortganges der betrachteten Bewegung erfährt, festlegen. Wir 
bilden zu dem Zweck nach (44) und (45): 

, da' , dp' ^j/i->is.r5\ -^9 I 

Nach den Gleichungen (36) und (37) wird aber: 



und somit erhalten wir in dem ursprilngliclien 
(j), q) die Gleichung: 


Koordinatensystem 


i, dp Op-SJs 
" ät «dt 'yj. + Q.' 
wenn wir nooh: 




r,-P'vr+c' 




setzen. Wir machen nun wieder: 




j) = oj cos q^, 5 = ra sin cp, 
dann wird: 

da dp ^dtp 

J-di-ä-a-" «■ 




und nehmen wir noch: 




^ = 3! cos V, = 9t sin p, also U = 


.l/|i'T£? 


an, so erhalten wir: 




o,||-,sin«,-<p). 





Ist nun Pj der Bildpuukt der Schraube, in welcher der Körper sich 
gerade bewegt, Bj der Bildpunkt der permanenten Schraube, so wird: 

IVK^=2cBin(^i.-q;), 

und die Geschwindigkeit ü, mit der sich der Bildpunkt F^ auf dem 
Bildkreise bewegt, wird: 
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Somit ergibt sich: 



(47) 



?dk 



und der Sinn der Bewegung ist immer naeh dem Punkte M^, hin 
gerichtet. Da die kinetische Energie der Schraubung immer = y^f^ 
= YÄ^/9i sein soll, ergibt sich nach Formel (20): 

und somit: 

(47a) v = 0-P^Bi,-y'ü, 

wenn it den Abstand des Trägheitspoles von der Tangeute des Bild- 
kreises im Punkte P,, bedeutet. Nach dieser Gleichung ist die Be- 
wegung des Bildpuiiktes auf dem Biidkreise leicht au verfolgen. 

Die Transformation Sgieichungen (36) versagen, wenn ^ = und 
D = wird. Dann wollen wir das System ausbalanciert nennen. 
Die ursprünglichen Bewegungsgleichungen lauten iu diesem Falle: 

(48) A(aj, + S85)_p, A(%+(J«)_Ö. 

Aus diesen Gleichungen folgt sofort, daß für i* = 0, (^ = 0: 

p = coust,, q = const. 

wird. Der Körper setzt also dieselbe Schraubung unbegrenzt fort, 
mit gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit. 

Soll der Körper sich fortgesetzt in derselben Schraube,- aber mit 
wechselnder Winkelgeschwindigkeit bewegen, so muß: 

(49) P=&(^p + ^q), g = Q(ßp + <iq) 

werden, wobei q einen beliebig bleibenden Proportionalitiltsfaktor 
bedeutet, Daun werden die Bewegungsgleichungen einfach: 

und daraus folgt: 

<1 /P\ 1 f^Ap ^(l3-\_n 



so daß das Verhältnis j) : q in der Tat ungeändert bleibt, 
halten aus den Gleichungen (49a): 





"dt 


=i'S + «S = 


id somit: 






(50) 




.-^? 
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Die Beschleunigungsdynamen sind bis jetzt nur charakterisiert 
worden durch zwei Größen P nnd Q, zn denen die Bewegimgs- 
gleiehungen unmittelbar hinieiten. Wir wollen nun die wirklichen 
Koordinaten der Besehleunigungsdyname einführen, indem wir voraus- 
setzen, daß die Sehrauben derselben zu dem nämlichen linearen 
Schranhensystem gehören wie die Schrauben der dem Körper mög- 
lichen Schrauben. Die Koordinaten der Dyname sind also von 
der Form: 

(51) X, T, Z = 0, h^aX, M = j3Y, N = 0, 
und bilden wir nun den Arbeits ausdruek gemäß der Formel: 

1^= Xu + Yt + Zw + Lp + Mq + Nr, 
so wird hier in Rücksicht auf (la) und (51): 

(52) ~ = 2aXp + 2ßYq. 

Vergleicht man aber diesen Ausdruck mit (26), so erkennt man sofort, 
daß man: 

(53) P = 2ßX, Q'^2ßY 

zu setzen hat. 

Wir deuten die Beschleunigungsdyname wieder als einen Stoß, der 
augenblicklich eine bestimmte Schraubung hervorruft. So finden wir 
in eindeutiger Weise jeder Scliraube der Schraubeni-eihe als Träger 
der Stoßdyname eine andere Schraube als Träger der durch den 
Stoß hervorgerufenen Schraubung zugeordnet, und diese Zuordnung 
wollen wir näher untersuchen. Die erste Schraube nennen wir die 
Impulsschraube, die zweite Schraube die Instantanschraube. 
Die bestimmenden Größen P, Q des Stoßes waren mit den unab- 
hängigen Koordinaten p, q der zugehörigen Schraubung durch die 
Gleichungen verknüpft: 

(54) P = % + S2, Q = ^p + iiq. 

In diese Gleichungen haben wir jetzt für P, Q die Ausdrücke (53) 
einzusetzen. Wir ziehen es vor, noch eine Hilfs schraubung ein- 
zuführen, deren unabhängige Koordinaten p, c\ wir definieren durch 
die Gleichungen: 

V--Q, q - P. 
Dann wird Pp + ^i] = oder: 

(55) oXtJ + /JY, - 0. 

Diese Gleichung besagt aber, daß die Schraube der Hilfsschraubung 
zu der Impuls schraube korreziprok ist. Wir denken uns die Bild- 
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punlvte Hg uad Jf, dieser beiden Schrauben durch eine gerade Linie 
verbunden. Die Grleichung der Verbindungslinie zweier Punkte des 
BildkreJses ist in (18) gegeben. Diese Gleichung liefert hier; 

(XtJ - Yq) p + (Xq + Yp) 3 ~ 2cXp = 

oder mit ftücksicht anf (55) nach Multiplikation mit ß: 

(a + ß)Xpp + ß(^q + Yv) q - 2c,3Xp = 0. 

Für q — folgt daraus, wenn wir dann p = Po setzen: 

(56) P, - f|"p' 

Die hier vorliegenden Verbindungslinien gehen also alle durch einen 
bestimmten Punkt B der j)-Achse, dessen Abszisse p^^ ist und der von 
dem früher (im 12. Kapitel) eingeführten Parameterpol nicht wesent- 
lich verschieden ist, nur daß dort der Durehmesser 2c des Bildkreises, 
der hier beliebig bleibt, gleich ß — a genommen war. 

Führen wir in die Gleichungen (54) p und q ein, so folgt daraus 
unmittelbar, daß: 



(57) 



%!pp + ^i':\p + Vq) + (B(^q = 



wird. Das heißt aber nach (21), daß die Hilfsschraube und die 
Instant anschraube zwei konjugierte Trägheits seh rauben bilden und die 
Verbindungslinie ihrer Bildpunkte 
i?(i, Kg auf dem Bildkreise durch 
den Trägheitspol T hindurchgeht. 
Man findet also, wenn der Bild- 
punkt Jf, der Impulsschraube ge- 
geben ist, den Bildpuukt K^, der 
zugehörigen Instan tan schraube, 
indem man J^ mit dem Para- 
meterpol S verbindet und aus 
dem zweiten Schnittpunkte Hg 
dieser Verbindungslinie mit dem 
Büdkreis wieder die Linie nach 
dem Trägheitspol T zieht. Der 
zweite Schnittpunkt dieser Linie 
F£g. 28. mit dem Bildkreis ist der ge- 

suchte Bildpunkt K^^. 
Aus dieser Konstruktion ergibt sich sofort, daß die Endpunkte 
Mg, Ng der Sehne des Bildkreises, die den Pararaeterpol B mit dem 
Trägheitspol T verbindet, die Eildpunkte zweier Schrauben sind, in 
denen eine Impulsschraube mit ihrer zugehörigen Instantanschraube 
zusammenfällt, und diese beiden Hauptträgbeitsschrauben, wie 
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wir sie mit BalP) nennen, sind stets reell, weil der Trägheitspol T 
immer im Innern des Bildkreises liegt und jede durch ihn hindurch- 
gehende Linie diesen Kreis somit in zwei reellen Punkten trifft. 

Die Schrauhung, die durch einen gegebenen Impuls erfolgt, ist 
durch die Angabe der Zuordnung von Impuls- und Instantansehrauben 
nicht völlig bestimmt. Es fehlt noch die Festlegung ihrer Winkel- 
geachwindigkeit. Bevor wir an die allgemeine Erledigung dieser 
Frage gehen, wollen wir sie fiir einen besonderen Fall beantworten. 
Wir nehmen an, daß der Bildpunkt der Schraubung in den Trägheits- 
pol falle und suchen den Impuls, der diese Schraubung hervorruft. 
Ura denselben zu finden, haben wir in die durch Kombination von (53) 
und (54) entstehenden Gleichungen: 

(58) 2«X = % + «3, 2ßY^^p + iiq 

für p, q die Koordinaten (17) dea Trägheitspols einzusetzen und erhalten 
dann die folgenden Werte von X und Y, die wir hier mit X,, Y( 
bezeichnen; 

Wir denken uns nun die Bildpunkte Jjj und K^ der Impuls- und 
Instantanschraube durch eine gerade Linie verbunden, deren Gleichung 
gemäß der Formel (18) zu bilden ist. Wir wollen den Abstand g 
des Parameterpols von dieser Verbindungslinie berechnen. Dann 
müssen wir in die linke Seite der Linien gleichung die Koordinaten 
})=Pg, 5 = des Parameterpols einsetzen, nachdem wir die Gleichung 
durch Division mit yS ^ + Y ^- yj)* -|- q^ auf die Normalform gebracht 
haben. Wir erhalten so: 

Setzen wir hierin den Wert (56) von Pf, ein, so wird: 

cc + ß R.«, 

wenn wir R = yx^ -f- Y ^, ra = vV^ -f- q^ macheu. Aus den Glei- 
chungen (58) folgt aber: 

2aXp + 2ßYq = ^p' + 2^pq + ^q^ ^ 2T. 
Für die kinetische Energie nehmen wir dea Ausdruck (20) und 
erhalten so mit Hinzuziehung von (60): 

(K + /i)R.§ = -^St-t-(i)wU 
oder: 

1} Znerat unterauolite sie Ball in der Abhandlung Philo soptioal Trans- 
aotions, Vol. 164, 1874, p. 27. 



(60) 
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Den Quotienten u/§ unterziehen wir in dieser Gleichung noch einer 
weiteren Umformung. Wir bezeichnen (Fig. 26) mit t den Winkel, 
welchen die Tangente des Bildkreises in K^, mit der Linie .Slir bildet, 
dann wird der Abstand des Trägheitspols T von der Tangente: 

U = Z^-siuT. 
Es ist aber auch der Peripherie winket K^J^H^ = t und demnach der 
Abstand des Parameterpols B, der auf t/o-ffo liegt, 'on der Sehne K^-J^^: 



lithin ist: 






nd wir erhalten: 






(62) 


R 


st + e . 



Nun haben nach einem bekannten Satz die Produkte der Sehnen- 
absehnitte K^T-H^T und J^SH^B denselben Wert, wie auch die 
Punkte auf dem Kreis gewählt seien. Wir können also in der vorigen 
Formel K^Tund J^B auch durch die ihnen proportionalen umgekehrten 
Werte von Hf^T und HgB ersetzen und erhalten eine Formel: 

(63) ^ = ,„^1, 

in der m eine noch zu bestimmende Konstante bedeutet. Diese Be- 
stimmung gelingt am einfachsten, wenn wir S,, in den Mittelpunkt 
der Bildebene, d, h. den Koordinatenursprung rücken lassen und 
m^ C T nehmen. Dann gelangen wir zu dem vorweg erledigten Fall. 
Es wird; 

R = X„ H^ = G'B=p^, H^T= GT= m 
und somit: 

oder wenn wir für X, und jj^ ^^^ Werte (59) und (56) einsetzen: 

at + e "<.^'"'«-i-|3' 

Die Formeln (62) und (63) bringen die Resultante B der Impuls- 
dyname und die Winkelgeschwindigkeit « der zugehörigen instantanen 
Sehraubung in einfachen geometrischen Zusammenhang, und damit 
ist die Bestimmung der instantanen Sehraubung aus der Impulsdyname 
oder umgekehrt vollendet. 



y Google 



BeweguDgafreiheit dritter Stufe. 



Zweiundzwanzigstes Kapitel. 
Bewegungsfreiheit dritter Stufe, 

Wir nelimen jetzt an, der starre Körper habe drei Grade der 
Freiheit. Wir beschränken uns wieder auf den Fall, wo das zugehörige 
lineare Schrauben System dritter Stufe ein zentrischea Systena ist, 
nnd legen die Koordinatenachsen in di 
Dann sind von den sechs Koordinaten 
des Körpers drei, p, q, r, als unabhäi 
und durch diese drücken sich die übrigen drei in der folgenden ein- 
fachen Weise aus: 



ner möglichen Sehraubung 
ge Koordinaten anzusehen 



(1) 



u — «p, 



-ßi, 



Die kinetische Energie des starreu Massensystems ist dann gemäß 
der Formel (4) im 19. Kapitel durch den Ausdruck gegeben: 

(2) 2-= l^m,{(ap - ry,, + q,,f + (ßq ~ p^^+ ra;,)^ 

der, ausgerechnet, von der Form wird: 

(2a) T=||.^ijpHAsq'+^33r'+2^3qr + 2^3irp + 2^i3Pq), 
wobei zu setzen ist: 

Diese Koeffizienten sind, indem wir wie immer voraussetzen, daß die 
momentane Beschränkung der Bewegungsfreiheit dieselbe bleibt, in 
der Zeit unveräuderlich und somit wie Konstante zu behandeln. 
Aus (2 a) ergibt sich sofort: 

|^ = ^„p + A,q + A=r, 

(4) ■ |f = AiP + ^,,q-f^,sr, 

-g— = ^3ip + ^3ä q + Asi", 

indem wir Ä^^ = As, As = Ai? -^si = As annehmen. 
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Wir gehen nun an die Aufstellung der Bewegmigagleichimgen 
auf Grund der Formel (30) im 19. Kapitel, Wir haben zu dem 
Zweck in dem Ausdruck (2) die Koordinaten Xq, j/p, 5^ der ein- 
zelnen Massenpunkte zu variieren und für die Variationen Sxq, Sy^, Ssq 
dieser Koordinaten; die durch eine dem Körper mögliche Schraubung 
herbeigeführt werden sollen, Werte von folgender Form anzunehmen: 

8x^ = ia'^ + Sq(i^ -y^x)öt, 

Setzt man nun in dem Variationsausdruck: 

die vorstehenden Werte für Sx,,, dy^, Ssq ein, so ergibt sich ein Aus- 
druck von folgender Form: 

(5") ST=iFv + Gf\-\-Hx)St. 

Die Ausrechnung ist etwas umständlieh, unterliegt aber keiner prin- 
zipiellen Schwierigkeit.'^) Das Resultat ist das folgende. Es wird: 

(Ö) J^=3lq-Or, (? = ^r-gip, i?=Dp-^q, 

wenn 5ß, Q, 9J gewisse lineare Funktionen von p, q, r bezeichnen, 
und zwar wollen wir setzen: 

1^ = fliiP + «laq + «laT, 
D = fl^iP + «2äq + ö^^r, 
Di = «si p + «Sä 1 + '"33 !■■ 
Dabei werden die Koeffizienten: 

i«ii=2''"e(*?'+J^J'). «12=^2™''*^^^^^"^"'*^' «i3=_2''"''f'^«^^+'^^s)' 
<h^'='^m^Xxqyq-^YS^), ass^^m^(yq'+ ya), a^.i='^mq{yq0q-aXq), 
«=1=2"^^«^^-^^?). '^.^='^My^^9^^^9)> %=2™ft^f'+'''^> 

Aus der Formel (5) ergibt sich unmittelbar: 
(8) i^p + Gq + Hy = 0. 

Wir wollen sofort bemerken, daß ^, Q, 91 nicht völlig bestimmt sind. 
Man kann vielmehr statt der angesetzten Werte (6) auch ^^^ + Ap, 
Ö + iq, 3i + J,r nehmen, ohne daß hierbei, was auch X sei, die 

1) Tgl. Ball, Theory of Sorews, i». 430. 
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Großen F, G, H, auf die es allein ankommt, eine Änderung e 
Wir deuten F, G, H als die Komponenten eines Vektor momentes, 
das wir als Zentrifugalmoment bezeichnen. Nach der Formel (5) 
erscheint dies "Vektormoment als das äußere Produkt der beiden 
Vektoren mit den Komponenten p, q, r und 5ß, D, 9t. 

Wir können jetzt die Bewegungsgleicbungen sofort hinschreiben. 
Wir geben ihnen die Gestalt: 



(9) 






Die P, Q, B entsprechen den Großen ß,- und F, G, H gemäß (5") 
den Großen l'ü,. in der Formel (30) des 19. Kapitels. 

Durch P, Q, S, wird wieder die Besehleunigungsdyname festgelegt, 
und wieder verlangen wir, daß die Sehrauhe dieser Dynarae dem 
linearen Sohraubensystem, das die Beschränkung der Bewegungs- 
freiheit ausdrückt, angehören soll. Dann müssen die gewöhnlichen 
Koordinaten der Dyname von der Form sein: 

(10) X, Y, Z, L = ßX, M = ßY, N == yZ, 

und damit wird die Arbeitsleistung bei einer Schraubung, deren 
Koordinaten den Gleichungen (1) genügen: 

-^y = Xu + Yv + Zw + Lp + Mq + Nr 
= 2ßXp + 2/iYq + 23'Zr. 

Anderseits aber folgt aus den Gleichungen (9), wenn wir sie mit 
p, q, r multiplizieren und addieren, mit Rücksicht auf (8): 

'|,f=Pp + öq + & 

, , dl dir . , , 
und da tt = ■,::' wird auch: 

Durch Vergleichung dieser Formel mit der oben gefundenen ergibt 
sieh, daß: 

(11) F=2(^X, Q^2ßY, n = 2y7. 
zu setzen ist. 
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Wir behandeln nun zuerst den Fall, wo die Besclilennigunga- 
dyuame einen Impuls darstellt, der den starren Körper instantaii aus 
der Ruhelage in die dnreh die unabhängigen Koordinaten p, q, r 
charakterisierte Schraubnng versetzt. Multiplizieren wir dann die 
i (9) wieder mit dt und integrieren über die sehr kurze 
des Stoßes, so erhalten wir auf der linken Seite 
jedesmal einfach den eingeklammerten Ausdruck, auf der rechten 
Seite können wir wieder die zweiten Glieder vemaehlässigen, da sie 
kleiner alsF't, G-x,H-t ausfallen, also kleiner als gewisse quadratische 
Funktionen der endlichen Schraub ungskoordinaten p, q, r, multipliziert 
mit der sehr kleinen Zeit t, sind. Die Integrale 



ipät, JQdt, JEdt 



mflssen endliche Werte annehmen, indem hier P, Q, L ils unp,eheuei 
groß gegenüber den Koordinaten einer Dyname, die in endliLhei 
Zeit eine mäßige Bewegungsänderung hervorbringt, anzusehen sind 
Wir schreiben für die Integrale wieder einfach P, Q, !•. und gelangen 
damit zu den Gleichungen: 

{ J.iiP + ^,sq + ^igr = P, 

(12) AiP + ^j2l + ^23r=«, 
I -IjiP + ^saq + -^ggr = B. 

Wir deuten nun p, q, r als Koordinaten eines Punktes in einem 
Bildraum und erhalten so eine Abbildung der dem Körper möglichen 
Schraubungen durch die Punkte dieses Bildraumes. Hierbei erfüllen 
dia Bildpunkte der Schraubungen, denen dieselbe kinetische Energie 
zukommt, jedesmal ein Ellipsoid, und alle die Bllipsoide, die wir so 
erhalten, sind konzeniriaeh, ähnlich und in ähnlicher Lage. Sie 
stimmen also in der Lage der Hauptachsen Überein. Ihr gemeinsamer 
Mittelpunkt C ist der Punkt (p = 0, q = 0^ r = 0), welcher der Ruhe- 
lage des Körpers zugeordnet ist. 

Die Größen P, Q, E deuten wir als die Koordinaten einer Ebene 
im Büdraume, nämlich der Ebene, welche durch die Gleichung: 

Pp + eq + -Bt==i 

festgelegt ist, wenn p, i], r laufende Puuktkoordinaten bezeichnen. 
Die Gleichungen (12) vermitteln dann eine eindeutige Beziehung 
zwischen den Punkten und Ebenen des Bildraumes, bei welcher der 
Bildebene eines Impulses der Bildpunkt der durch den Impuls hervor- 
gerufenen instantanen Schraubung augeordnet wird, und sie zeigen, 
daß Punkt und Ebene einander als Pol und Polare bezüglich des 
EUipsoides zugeordnet sind, dessen Gleichung lautet: 

(13) -4,ip^ + Ä.^.,q^ + ^33r^ + 2^2gqr + SJ^^rp + S^i^pq = 1. 
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Es iat das EUipsoid, dessen Punkte die Bilder der Schraubungen von 
der kinetisclien Energie 7^ sind und das wir kurz als das Trägheits- 
ellipsoid bezeichnen wollen. 

Wir suchen insbesondere die Fälle, wo die Schraube des Impulses 
mit der Schraube der zugehörigen instantanen Schraubung zusammen- 
fällt. Dann muß gemäß den Gfleichungen (11): 

(14) P: Q:R = 2a]>:2ßq:2yT: 

sein. Wenn «, /3, y > 0, führen wir durch die Gleichungen: 

l, t), ä als neue Parameter der Sehraubung ein und schreiben dem- 
entsprechend die Gleichung (13): 

(13a) B,,f + S,^if + B,^i^ + 2B,,n + 2B,,ix:-y2B,,:£i}^l, 
indem wir: 

-^11=^' -Bäs=--f' S'.3--f> -^^3^^ ^^"^^ 
setzen. Dann werden die zu erfüllenden Gleichungen: 

(15) \BnTS-^S,,\)+S,,^^X^, 
\B^,l+Bs,i)+B^^i = l?,, 

wenn l einen noch unbestimmten Proportionalitätsfaktor bezeichnet. 
Das Problem ist jetzt formal genau dasselbe, als wenn unter der 
Voraussetzung, j, 5, j seien rechtwinkhge Punktkoordinaten, die 
Hauptachsen der durch die Gleichung (13 a) dargestellten Fläche zweiter 
Ordnung zu ermitteln wären. Für den Faktor i. ergibt sich die 
Gleichung dritten Grades: 

Bj, - l B,, B,, 

(16) B,, B,,-}. J?2, 

-Bai -Bas ^ss - 

und wie die Hauptachsen der Fläche sind auch die Wurzeln dieser 
Gleichung stets reell. Den drei Hauptachsen entsprechend ergeben 
sich drei Lösungssysteme J : 1} : J und demnach auch drei Lösungs- 
systeme p : q : r, d. h. drei Schrauben, welche gleichzeitig Träger 
eines Impulses und der durch diesen Impuls hervorgerufenen Sehraubung 
sind und welche wir wieder als Hauptträgheitsschrauben be- 
zeichnen. Diese sind auch, wenn unter den Großen «, ß, y negative 
sind, reell. Denn sie werden bestimmt als die Durchmesser der 
konzentrischen Flächen 2. Ordnung: 
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für deren Punkte die Polarebenen bez. dieser Flächen parallel aus- 
fallen. Diese drei Durchmesser sind aber nach dem vorstehenden 
reell, wenn eine der Flächen ein Ellipsoid ist. Eine dieser Flächen 
ist aber wirklich immer ein Ellipsoid, nämlich die erste, das Trägheits- 
ellipsoid. Unter besonderen Umständen gibt es außer einer allein- 
stehenden noch unendlich viele Haaptträgheits schrauben, die ein lineares 
Schraubensjstem zweiter Stufe bilden, oder auch alle Schrauben des 
Schraub ennetzes sind Hauptträgheiteschrauben. 

Wir wollen jetzt statt p, q, r in dem Bildraume neue Koor- 
dinaten p, q, r einführen, die sich auf die Hauptachsen des durch 
die Gleichung (13) dargestellten Trägheitsellipsoides beziehen. Gleich- 
zeitig fahren wir statt der Ebenenkoordinaten P, Q, M neue Ebenen- 
koordiuateu P', Q', E' ein, die sieh auf dasselbe Koordinatensystem 
beziehen und dadurch definiert sind, daß identisch: 

(17) F'p + Q'q + n'r = P^+ Qq + Br 

werden soll. Lautet dann die Gleichung des Trägheitsellipsoides in 
diesen neuen Koordinaten: 

(18) Ap^+Sq'+Cr'=l, 

so wird die Beziehung zwischen den Impulsen und den zugehörigen 
Schranbungen durch die einfachen Beziehungen vermittelt: 

(19) P' = Äp, Q' = Bq, B'^Cr. 

Der Ausdruck für die kinetische Energie wird, wenn wir die 
Schraubungen uns durch diese neuen Parameter p, q, r festgelegt 
denken: 

(20) T ^ \{Ap'^ -V Bq^ + Cr^). 

Da bei dem Übergänge zu dem neuen Koordinatensystem im Bild- 
raume noch identisch: 

(21) P' +q'^r^ =p.+ q^+r^ 
^ ' \F''+Q'' + B''^P'-hQ' + E' 



wird, so wird, wenn m = ^p* + q* -|- r* die Winkelgeschwindigkeit 
der Schraubung bezeichnet, auch in dem neuen Koordinatensystem; 

(2ä) m'-p'+,f- + r'. 

Setzen wir ferner: 
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SO erhalten wir noch: 

oder, wenn wir nach (19) die Parameter F', Q' , R' des Impulses 
durch die Parameter p, q, r der zugehörigen Schraubung ersetzen: 

(23) ß^ = ^^i)^ + -B^9'+CV^ 

Aus den G-leicliungen (20), (22), (23) leiten wir mit Leichtigkeit 
die folgenden ab: 

j ß^ - 2 (B + C) r + Bö(ä^ ={A-B){A- C)2?\ 

(24) ßä - 2(C +^) 2' + CÄw' ^(B~C)(B- Ä)q\ 
\si^-2(Ä+B)T+AJio}^={G-Ä)(G- B)r\ 

Wir können nnn setzen: 

(25) 2T^W, Ü' = i^' + v') <^'- 

In der Tat ist für die Möglichkeit dieser Substitution notwendig und 
hinreichend, daß die Ungleichung besteht: 

oder : 

Die linke Seite der letzten Ungleichung aber wird: 

(Ä'p^ + B'q^ + CV^) {p^ + q^ + r^) - {Ap^ + Bq^ + Cr^Y 

= (B-a)'q''r' + (C-A)Vp^ + {A-Byp'q\ 
und dieser Ausdruck ist als Summe von Quadraten notwendig positiv. 
Wir wollen noch setzen: 

(26) j) = oj sin X, q^ a sin ji,, r—a sin v, 

indem wir mit X, n, v die Winkel bezeichnen, welche die Eichtung 
der Schraulienachse mit den Hauptebenen des Trägheitsellipaoids 
bildet. Dann gehen die Grleichnngen (24) über in: 

a^ + tl^-iB + C)^+ BC = (A^B){A-C) sin ;.^ 

(27) h^ + n^-{0 + A)^+ CJ. = (B- C)iB-A)smii.', 
\^^ + 7l^~ (A + B) ^ + AB ^ {0 ~ A) (C - B) sinvK 

Deutet man |, i; nun als rechtwinklige Koordinaten in einer Hilfs- 
ebene, so sind dies die Gleichungen dreier Kreise, deren Mittelpunkte 
auf der |-Achse Hegen und der Reihe nach die Abszissen haben: 

Die Kreise gehen alle drei durch dieselben zwei Punkte, sie gehören 
einem Büschel an. Damit dies nämlich der Fall ist, muß sich eine 
der Kreisgleichungen durch lineare Kombination aus den anderen 
beiden ergeben, und in der Tat finden wir, wenn wir die Gleichungen 
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mgsfreiheit dritter Stufe. 



-C, C- A, A-B miütipliz 



1 und 



(27) der Reihe nach mit B - 
addieren; 

BC{B-(J} + CA[C^Ä)-lAB{A-B) = {A-B){Ä-C){B-C), 
also eine Identität. Die beiden Schnittpunkte der drei Kreise liegen 
auf einer Parallelen zur ij-Achse, und wenn | ihre gemeinsame Ab- 
szisse ist, so wird T = ^^la^, die drei Kreise, die, wie ihre Gleichungen 
(27) zeigen, einzeln von den Richtungswinkeln X, n, v der Schrauben- 
achse abhängen, können also dienen, um die kinetische Energie einer 
Schraubung in dieser Schraube graphisch zu illustrieren. 

Wir nehmen zu den drei Kreisen hinzu die drei mit ihnen einzeln 
konzentrischen Kreise, deren Grleichungen lauten: 

\l'+n'-(S + 0)l + BC-o, 

(■27a) |'+,-_(C + ^)| + c^_o, 

Diese drei Kreise berühren sich paarweise in eineni Punkte der ^-Achse, 
In der Tat werden die vorstehenden Gleichungen för i; = 0: 
(|-J5)(|-C) = 0, (£-C)(|--l) = 0, (|^^)(^-_B) = 0, 
die Berührungspunkte haben also die Abszissen: 

V=^A, l" = B, r'=c, 

die Radien der Kreise sind der Reihe nach, vom Vorzeichen abgesehen: 
«.'-K-B-C), f-\(C-Ä), p'"-J(4--B). 
Sucht man die Schnittpunkte des zweiten dieser Kreise mit dem 
Kreise, der durch die erste der Gleichungen (27) gegeben wird, so 
erhält man durch einfache Subtraktion der beiden Kreis gleichlingen 
für die gemeinsame Abszisse der zwei Schnittpunkte: 

4 = C + (A - C) sin l^ 
°^^^' I = ^ sin i« + C cos X" 

^\{P+A)^-\{C-Ä) cos 2A. 
nach dem einen der Schnittpunkte den Radius 



Ziehen w 

des zweiten Grundkreisea 




Achse, in dem 



Mittelpunkt die Abszi 

\{C-VA) hat, so 
bildet dieser Ra- 
dius, der die Länge 
\{C~A) hat, 
mit der g- Achse 
den Winkel 21. 
Verbindet man 

— den Schnittpunkt 
aber mit dem 
Punkte der | - 

dritten berührt, so 
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ist der Winkel, den diese Verbindungslinie mit der |-Äclise bildet, 
als Peripheriewiokel gleich der Hälfte des zuerst gefundenen Winkels 
als des zugehörigen Zentriwinkels, mithin = X. So lassen sich auch 
die Winkel X, fi, v auf einfache Weise in der Figur sichtbar machen 
und sieh, wenn sie gegeben sind, aus den Grundkreisen die kon- 
zentrischen Kreise konstruieren, die folgende Eigenschaft haben: Die 
gemeinsame Abszisse | ihrer Schnittpunkte liefert nach (25) den 
Ausdruck für die doppelte kinetische Energie einer Schraubung von 
der Winkelgeschwindigkeit 1 in der Sehraube, deren Achse die 
Richtungswinkel X, (t, v hat. 

Diese Konstruktion ist von besonderer Bedeutung, wenn in den 
Grundgleichuügen (1) a, ß, y = Q werden. Dann sind alle Sehrau- 
hungen Rotationen um einen festen Punkt, und die doppelte kinetische 
Energie einer Drehung von der Winkelgeschwindigkeit 1 ist das 
Trägheitsmoment des starren Körpers für die Drehachse. So gelangt 
man zu einer graphischen Darstellung der Trägheitsmomeate eines 
Körpers für alle durch einen festen Punkt gehenden Achsen. Diese Dar- 
stellung der Trägheitsmomente ist ebenfalls von Mohr gegeben worden/) 

Wii kehren jetzt zurück zu den allgemeinen Bewegungsgleicbungen 
und wollen zundchst die Zentrifugalmomente einer näheren Betrachtung 
unteiziehen Jeder Hchraubung, welche der starre Körper ausführen 
kann, ist ein Zeutnfugalmoment zugeordnet und wir fragen, welcher 
Art diese Zuoidnung ist- Wir deuten wieder die unabhängigen Ko- 
oidmaten p, q, i der Schraubung als rechtwinklige Punktkoordinaten 
in einem Bildiaume Dann wird durch die Gleichungen (6) jedem 
Punkte P des Bildiaumes ein bestimmter Vektor zugeordnet, dessen 
Komponenten Imeare Punktionen von den Koordinaten des Punktes P 
sind. Diesen Vektor denken wir uns nun am Punkte P angreifend 
und lassen vom Koordinatenursprung C den entgegengesetzt gleichen 
Vektor ausgehen. Deuten wir die Vektoren als Kräfte, so bilden 
diese beiden Kräfte ein Kräftepaar, welches deni Zentrifugalmoment 
gleich ist. In der Tat werden die Komponenten des Kräftepaares: 

qJft-rCl^-F, r^-pa{ = &, pQ-q^ = iZ. 
Daraus können wir auch schließen, daß wir das Zentrifugalmoment 
darstellen können durch ein Kr'äftepaar, dessen Kräfte die Kom- 
ponenten 5ß, D, SR und — ^, — O, — SR haben and in zwei Punkten 
der augenblicklichen Rotationsachse angreifen. 

Die Wirkungslinien der beiden Kräfte fallen zusammen und das 
Zentrifugalmoment verschwindet, wenn der Vektor (^, D, SR) in die 
Richtung der Rotationsachse fällt, wenn also: 

^ = Xp, D = iq, SR- JLr 

1) Zivilmgenieur 1896, p. 2S7, Technische Mechanik p. 93. 
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wird. Daraus ergeben sich die Gleichungen: 

[ («ii-'^)P + «isq + «i3i- = 0, 

(28) «si P + («SS - '^) <1 + «ssf = 0, 
l ßgj p + «SS q + («33 — i) r = 0, 

und somit ist X eine Wurzel der Gleichuug dritten Grades; 

I %! ~ ^ "lä %3 I 

(29) ögj «33 - k «gs 1 = 0. 



Den drei Wurzeln dieser Gleichung entsprechend sind drei Lösunga- 
systeme p : q : r der yorhergehenden linearen Gleichungen möglich 
und somit drei Schrauben, für welche das Zentrifugalmoment ver- 
schwindet. Wenn dies der Fall ist, reduzieren sich aber die Bewegungs- 
gleich ungeu auf: 



(30) 



d-((AlP + ^ä2<l + ^33^) = li, 



und wenn nun noch die Beschleunigungsdyname verschwindet, also 
P, Q, li = Q ist, so ergibt sich zunächst, daß die eingeklammerten 
Größen auf der linken Seite der -vorstehenden Gleichungen in der 
Zeit konstant sind. Damit wird aber auch: 

(31) p, q, r = const. 

für die ganze Dauer der Bewegung, Der starre Körper setzt a-lso 
seine Bewegung in derselben Schraube mit unveränderter Winkel- 
geschwindigkeit fort. Die vorliegenden Schrauben sind somit wieder 
als permanente Schrauben zu bezeichnen. 

Insbesondere ist der Fall ausgezeichnet, wo: 

(32) 2:m./x^ = 0, Sm^y^ = 0, Sm^s^ = 

wird, wo also der gewählte Koordinatenursprung der Schwerpunkt 
des starren Körpers ist. Das heißt, daß wir den Mittelpunkt des 
zeutrischen Schraubennetzes, das die vorliegende Einschränkung der 
Bewegungsfreiheit charakterisiert, zusammenfallen lassen mit dem 
Schwerpunkte des starren Körpers. In diesem Falle wird nach den 
Definitionsgleichungen (7): 

(33) «V3 = %si ^h&^^'ii' ''si = %2i 
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imtl die Gleichuagea (28) bedeuten somit, daß man die Hauptaclisen 
der Fläche zweiter Ordnung sucht, die durch die Gleichung dar- 
gestellt wird; 

(34) «iip^ -+ «saq^ + a^r^r^ + 2%qr + ^a^^rp + 2«iä,pq = 1. 
Man erlält also notwendigerweise drei reelle permanente Schraubeu, 
deren Achsen zueinander rechtwinklig sind. 

In deni noch spezielleren Falle, wo auch: 

(35) 2^m^y^^g = 0, 2myB^x^ = 0, Um^x^i/g = 

wird, wo also die Hauptachsen des Schraubennetzes, die wir für die 
Koordinatenachsen gewählt haben, mit den Hauptträgheitsachsen des 
starren Körpers identisch sind, wird gleichzeitig: 

(36) A^s = 0, ^si = ^> As = Ö 
und: 

(36 a) »33 = 0, «31 = 0, «13 = 0. 

Schreiben wir dann einfacher: 

so erhalten die Bewegungsgleichungeu die Gestalt; 
Ug-P+(.-!i)qr, 
(31) Bi?_e+(„_c)rp, 

|c||_ü + (4-o)pq. 
Nimmt man endlich außer (35); 

a-O, ß-O, ■/ - 
an, so daß alle Schraulrangen des Schraubenneizes zu Drehungen um 
einen festen Punkt werden, so ist: 

(38) A-b + c, B—e + a, — a + i, 
mithin : 

(38a) B-C-c^t, 0-A = a-c, A-B-i-a, 
und die vorigen Bewegungsgleichungeu gehen über in: 

IaI^~p + (ii-c)v, 

(39) K|f_e+(C-^)rp, 
\G'}^-n + iA^B)pq. 

Dies sind die Eulerachen Gleichungen für die Drehung um einen 
festen Punkt. 
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Dreiundzwanzigstes Kapitel. 
Spannimgen. 

Wir haben bisher Kräftesysbeme nur in Verbimäung mit starren 
Masseneysfcemen betrachtet, d. h, wir haben angenommen, die Angriffs- 
punkte der Kräfte seien starr miteinander verbunden, womit gesagt 
sein soll, daß bei allen Veränderungen, welche diese Angriffspunkte 
erleiden können, ihre Abstände voneinander sich nicht ändern. Diese 
Voraussetzung woUen wir jetzt aufgeben, wir wollen vielmehr an- 
nehmen, daß das System der Angriffspunkte einer Deformation in 
dem Sinne, wie wir das Wort gebraucht haben, unterworfen werde. '^) 

Wir bezeichnen nunmehr mit Xq, Yq, Z^ die Komponenten der 
^ten jfj-a^ft (Jeg Systems, mit x^, y^,, «p die Koordinaten ihres Angriffs- 
punktes und bilden sofort den Ausdruck far die Arbeit: 

(1) dTF = VjZjda^y + Y^Sy^ + Z^dz^}, 

wobei die Veränderungen 8x^, 8y^, ds,j der Koordinaten von einer 
Deformation des Systems der Angriffspunkte herrühren sollen. Es 
sind deswegen diese Änderungen von der Form: 

Wir zerlegen jetzt die allgemeine Deformation in eine reine 
Deformation und eine Schraubung, Wir bezeichnen die Koordinaten- 
änderungen, welche die erstere bewirkt, mit Ö'x^, S'y^, d'n^ und die 
von der letzteren herrührenden mit ä^'a;^, ä"yg, S"z^, dann wird: 

(3) dx^^d'x^ + rxq, Syq^S'y^+S"y^, S^q = d'gg+ Ö"^^ 

1) Zum folgenden vgl. man Caachy, Esercices de Math. Vol. 2 (1837) 
)>, 4a, areen (1837) Mathem. Papers, p. US, Mc' Cnllagh (1839) Worka, p. 145, 
W. Thomson (Lord Kelvin) (1856) Maüiem. and phjs. Papers III, p. 84, Stokes 
(1862) Mathem. and phyeical Papers IV, p. 157 und die Datatellnng in nach- 
stehenden Lehrbüchern: Thomson u. Tait, Treatise on natural philosophy 
Vol. 2 (Art. 658— 674), Kirothoff, Mechanik, Helmholta, Vorlesußgec über 
mathematische Physik Bd. 2, Riomann- Weber, Partielle B 
Bd. 2. 
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Dofoi-Eiatioasörbcit, 

und: 

(4) ÖW = Ö'W+Ö"W, 



(ö) 



I S'W= y^[X^,d'x^ + Y^S'y,, + 2:^d'^^,], 
I S"W= ^{X^d"x^+ Y^d"y^+ Zsä"0^\ 



setzen. Wir Segen hierbei die Variationen d'x^, d'y^, ä'z^ durch die 
folgenden Gleichungen fest: 

in denen: 

0) Pn—Piu Pis-Piu Pn-^Pi^ 

Emznnehmen ist. 

Der aufgestellte Arbeitsauadruck 3'W hat aber nur dann Sinn, 
wenn die Kräftekomponenten Xg, Y^, Z^ sich bei der Deformation 
nur unmerklich ändern. Erfahren aher diese Komponenten, während 
sich die Koordinaten x^, y^, s^ um 8'x^^ 8'y^, S's^ vermehren, eine 
bedeutende Änderung, wie wir es jetat annehmen wollen, so sind 
diese Variationen 8'xq, 8'y^|, S's^ in so kleine Elemente dd'x^,, dö'y^, 
dS' Sq zu zerlegen, daß für diese sehr kleinen Elemente der Koordinaten- 
änderungen die zugehörigen Änderungen der Kraftkomponenten yer- 
nachlässigt werden können und man demgemäß das zugehörige 
Inkrement des Ärbeitsausdmckes setzen kaun: 

d8'W= V(X^ dS'x^ + Y,jdS'y<, + Z^ dS'z^). 

"Wir können nun nach (6) annehmen: 

iäd'x^ = d{pt^t)x^ + d{p,^T)y^ + d(Pi3t)0^, 

(8) Idd'yf. — d(p^ir)x^ + d{Pi^T)yg + d{p^s^)s^> 
[dä'0^ - d(p^^T)x^ + d(ps^T)yg + d{pgs'^)s^ 

und erhalten demnach: 

(9) dfW- F„d{p,,v) + P„<i(ft,r) + P„d(p„t) 
+ P„ c!(a,t) + P„ (i(A,.) + F„ i(p„r), 



enn wir setzen: 






|P„-ZX,«„ 


■Pi. 


-F„-S{Z,,,+ Y,l,), 


(10) \l-„-SJ,,j„ 


Fa 


-P„~2:iX,s, + ZfX,), 


l-P„-£Zj55, 


P,< 


-F,,-S(Y,x, + X,s,). 
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Das Kräftesystem, das wir hier betrachten, soll nun aber nicht 
von der Deformation, für welche seine Arbeit berechnet wird, un- 
abhängig sein, es soll vielmehr in einer funktionalen Abhängigkeit 
von dieser Deformation stehen, und zwar soll es, wenn das Massen- 
systera, an dem die Kräfte angreifen sollen, gegeben vorliegt, durch 
die Deformation in eindeutiger Weise bestimmt sein. Die durch die 
vorstehenden Formeln (10) eingeführten Größen Pij sind dann Funk- 
tionen der Größen j5,jT, und der durch die Gleichung (9) definierte 
Differential aus druck ist außer von der Struktur des Massensjstema 
nur von den Größen pijt und ihren Differentialen abhängig. 

Es ist aber keineswegs von vornherein ausgemacht, daß dd'W 
selbst ein vollständiges Differential ist. Wenn wir dies trotzdem 
annehmen, so liegt darin eine willkürliche, obschon zweckmäßige 
Festsetzung. Wir wollen zusehen, was aus dieser Annahme folgt. 
Wenn wir die schließlicbe Deformation allmählich herbeiführen, indem 
wir die schheßlichen Änderungen der Koordinaten d'x^, S'yg, d's^, 
aus Differentialen dS'x^, dd'y^, dS'ss^ zusammensetzen, so erhalten 
wir den zugehörigen Arbeitsaus druck als ein Integral 



/" 



(in j dö'w. 

Wenn nun unter dem Integralzeichen ein vollständiges Differential 
steht, so hängt der Wert des Integrals nur von den Anfangs- und 
Endwerten der veränderlichen Großen ab, in unserem Falle also von 
dem undeform i er ten oder, wie wir sagen, natürlichen Zustande des 
Massensystems, den wir als fest gegeben ansehen, und dem schließ- 
liehen Deformations zustande. Es hängt die Deformations arbeit aber 
nicht davon ab, auf welche Weise das System aus seinem natürlichen 
in den deformierten Zustand gebracht wird. Die Deformations- 
arbeit ist lediglich eine Funktion des erreichten End- 
zustandes. 

Wir denken uns jetzt die Größen P/y als Funktionen von 
i'ii^i -Pis^ - ■ iifi<^b Potenzen dieser Größen, d. h. nach Potenzen von t 
entwickelt. Wir haben nun immer vorausgesetzt und tun es auch 
hier, daß t eine sehr kleine Größe bedeutet. Wir können deshalb 
in der Reihenentwicklung alle höheren Potenzen gegen die niedrigste 
vorkommende Potenz von v vernachlässigen. Würde die ßeihen- 
entwicklung ein l^onstantes Glied enthalten, so würden gegen dieses 
alle Glieder, die t enthalten, zu vernachlässigen, die P,-; also über- 
haupt Konstante sein. Da wir dies nicht annehmen wollten, so 
werden wir uns auf die erste Potenz von i und damit auch auf die 
ersten Potenzen von p^^t, ^^t . . , beschränken liönnen und setzen 
demgemäß die folgenden Gleichungen für die P(; an: 
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Ai = - («iiÄi + %sfts + ^sPss + <hiP23 + «läi^ai + ^»Piidh 

■Pas = ~ («aii^ii + «sa-Paa + «sai'as + «^i'as + «asiisi + «sei'is)^» 
-Pas = - («i^JPii + "isPaa + «isJPss + «uPis + '^it.Pn + '^46Pii)h 
P-ii = - (t^si-Pii + Ssi^* + «Bsi'as + «BiPsB + «BBi^ai + «5bPi3)^j 
-Pis = — («eifti + K6si>ä2 + «fiaiiss + «e4i's3 + "ßsPäi + «esi'iä)^- 

wo die Minuszeichen in Rücksicht auf das Folgende vorgesetzt sind. 

Es muß an dieser Stelle bemerkt werden, daß die Gründe, die 
uns zu dem vorstehenden Ansätze für die Größen P;^ geführt haben, 
keineswegs zwingend sind. In der Tat wäre es ja möglich, daß die 
benutzte Entwicklung nach Potenzen von v mit einer höheren als 
der ersten Potenz begänne, und der Ansatz, den wir gemacht haben, 
läßt sich sonacb nur dadurch rechtfertigen, daß er unter den ver- 
schiedenen sich eröffnenden Möglichkeiten den nächstliegenden und 
einfachsten Fall darstellt. Es ist angebracht, das Willkürliche, das 
in der von uns gemachten Annahme liegt, dadurch zum Ausdruck 
zu bringen, daß wir sie auf eine bestimmt formulierte Voraussetzung 
gründen. Diese Voraussetzung ist die, daß, wenn die Deforma- 
tionsgrößen pif alle in demselben Verhältnisse vergrößert 
werden, die Spannungsgrößen P,y sich in dem gleichen Ver- 
hältnisse vergrößern. Dies ist sonach die zweite Voraussetzung, 
die wir machen. Sie ist unter dem Namen des Hookeschen Gesetzes 
bekannt. 

Ans den Gleichungen (12) leiten wir gemäß (9) das Differential 
dd'W des Arbeitsausdruekes ab, indem wir die Gleichungen der Heihe 
nach mit (^(i'iii), '^(i'sa^) ■ ■ ■ multiplizieren und addieren. Es muß 
dann der die rechte Seite der entstehenden Gleichung bildende Aus- 
druck das totale Differential einer quadratischen Form der pij-r sein. 
Z. B. ist das erste Glied — duPn''^ d(pjiT) das Differential von 
— a «uCPut)^. Die zwei Glieder 

müssen sieh aber, damit sie zu dem vollständigen Differential einer 
quadratischen Form gehören, vereinigen lassen zu: 

Es ergibt sieh also Kjjj = k^j und aUgemein; 

(13) an-<xu (i.i = x, 2...6). 

Diese fünfzehn Eelationen treten noch zu dem Ansätze (12) hinzu. 

Wir wollen jetzt die Integration ausführen. Dies ist sofort 

geschehen, denn führen wir für die quadratische Form, deren 
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Differential auf der rechten Seite der erörterten Gleichung entsteht, 
eine einfache Be7.eichnung ein, indem wir setzen: 

(14) # = K,ii),i^ + 2ß,ä jjjiPsa + ■ ■ ■ + 2«äeÄ2ft3 + <hzPii% 
so wird nach (9): 

dd'W=--l-d(0t% 
und da mit der Defornjation, also für r = 0, auch die Deformations- 
arbeit verschwinden muß, ergibt sich weiter; 

(15) 6'W= l-^rK 

Wir fügen nun die dritte VoraussetKung hinzu, daß die 
Deforraationsarbeit immer negativ ist. Dann muß der Wert 
von immer positiv ausfallen, welches auch die Werte der Variabein, 
Pij, sind, und kann nur verschwinden, wenn alle Variabein ver- 
schwinden, d. h, muß eine vollständige positive Form sein. Wir 
bezeichnen den entgegengesetzten Wert J^von S'W, also den Ausdruck: 

(16) F^^0t', 

als die potentielle Energie des Massensystems, dann ist auch diese 
potentielle Energie eine stets positive Größe, die nur für den natür- 
lichen, undeformierten Zustand des Massensystems verschwindet. 

Wir hatten den sehr kleinen Faktor t den Größen Pij beigefügt, 
weil die durch die Gleichungen (6) definierten Koordinatenänderungen 
sehr klein sein sollten und wir die Koeffizienten in diesen Glei- 
chungen auf endhche Dimensionen bringen wollten. Wir nehmen 
nun weiterhin an, daß die Koordinatenändemngen klein seien gegen 
die Dimensionen des Massensystems, aber von einer Größenordnung, 
die der Messung noch zuzüglich ist. In der Tat sind die zuletzt 
abgeleiteten Formein nicht davon abhängig, daß nur unendlich 
kleine Koordinatenänderungen in Betracht gezogen werden. Wenn 
nun die Größen p^jt meßbare Werte haben, so wollen wir die bis- 
herige Bezeichnung ändern und setzen: 

'■ ^ l2i)23T = (/.= 2„ 2p,,r = s^ = x^> 2p,^T = X,j^p,. 
Dann läßt sieh die potentielle Energie schreiben wie folgt: 

(18) F=\{ai^x/+ 2a^^X:^yy-\ h Yß^gir^a^ä + ^KegVI- 

Den Gleichungen (12) zufolge wird: 

(19) P„— 1|, P.,= -||...^P„=-45, P„=-2g, 

und wir finden femer, indem wir in die Gleichungen (12) uns 
Xx, yy ■ ■ ■ eingeführt denken, sie dann mit Xx, yy . . .x,j multiphzieren 
und addieren: 

(SO) Pus;x+ F^iVv + ■ ■ ■ + T-Psi^:^ + \Pi-i^'j = - ^-F. 
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Kehren wir nuu zu dem urspräo glichen Ausgangspunkt zuriici, 
der durch die Formeln (4) und (5) bezeichnet ist. Wir hatten den Äns- 
drnck für die Arbeit eines Kräftesystems bei einer Deformation in zwei 
Teile zerlegt, von denen der erste von der reinen Deformation her- 
rühren, der zweite aber sich auf eine mit der reinen Deformation 
verbundene Schraubung beziehen soll. Wir mußten dann den ersten 
Teil umformen, weil die Kräfte des Kräftesystems nicht bei der De- 
formation als unverändert angesehen werden, vielmehr erst durch die 
Deformation entstehen sollten. Das Resultat der Umformung faßt 
sich nach den hinzugenommenen Voraussetzungen in die einfache 
Formel zusammen: 

(21) Ö'W=-F. 

Wir müßten nun aus denselben Gründen auch den zweiten Teil des 
Ai-beitsausdruckes umformen. Hier schneiden wir aber die Frage ab, 
indem wir die vierte Voraussetzung machen, daß die Arbeit, welche 
die Deformationskräfte bei irgendwelcher mit der Defor- 
mation verbundenen Schraubung leisten, verschwindet, daß 
also stets: 

(22) d"W=0 

wird. Dies erreichen wir, wenn wir für die bei irgendeinem De- 
formationszustande vorhandenen Kräfte die Voraussetzungen machen: 

^(Z0!-r,i,)-o, ^(x,!,,-i!,x,)-o, ^(T,x,~r,,j,;)-o. 

Diese Kräfte sollen also stets im statischen Gleichgewichte sein. Wir 
wollen ein Kräftesystem, wie es hier vorliegt, als ein Spannungs- 
system bezeichnen. Wir können dann die Bedingungen, denen ein 
solches Spannungsaystem zu genügen hat, indem wir die vorstehenden 
Gleichungen mit (10) und (19) zusammenhalten, folgendermaßen 
formulieren: 



(23) 



(24) 






So wird das Spannungssystem , wenn man es sich durch seine f 
tischen Koordinaten festgelegt denkt, auf die Kenntnis einer c 
tischen Form der Deformation skoordinaten, nämlich der potentiellen 
Energie F zurückgeführt. 
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Wir wollen jetzt auch die Bezeichnung der Koordinaten des 
Spannungssystems ändern, indem wir: 

P^ = X„ P,, = Y,j, Pb3 = 2,, 

machen, ao daß wir zu einer Bezeichnung gelangen, die der früheren 
Bezeichnung der ast atischeu Koordinaten nahe verwandt ist. Die 
G-leichuug (20) wird dann: 

X^x^-^ Yyyi,+ Z,g,+ Y,y,+ Za+ X^x^,^ - 2F. 

Ale die Komponente des Spannungssysteras nach einer bestimmten 
Richtung bezeichnen wir entspiet,hend dem, was wir in der Astatik 
festgesetzt haben, das System der nach dieser Eichtung genommenen 
Komponenten aller '^pannunf^akra.fte Wiid die Richtung durch die 
"Winkel k, ß, ;, die «le nnt den positiven Koordinateurichtungen 
einsehiießt, festgelegt, ao wird der Auadiuck für die nach ihr ge- 
nommene Komponente L der p'^° '^i innungskraft, deren Angriffspunkt 
die Koordinaten j.^, y^, ^^ hat 

Il^ = X cosß + I Loa/3 + Z^cosy. 

Die Komponenten hiervon nach den Koordinateurichtungen sind dann 

Rgüo&a, li^cosß, P^cosy. 

Das System der Komponenten P^ ist, weil nach den drei ersten 
Gleichungen (23) 27Pp = wird, einem Kräftepaar asiatisch äquivalent. 
Wir bezeichnen mit X, Y, Z die Komponenten der einen Kraft 
dieses Paaresj mit a, b, c die Projektionen seines Armes auf die 
Koordinatenachsen, dann ergibt sich das folgende Gleichungasystem : 

iXa = N^P^ cos « ■ ^p , Xi = '^PpCosß -^p, Xc ='^PjCosß-^j 
Ya =-y]^i, cos ß ■ «e. ^* =2^^ ''-^^^ ' ^^' "^^ '^2^^ '^'^^ ^ ' ^^ 
Za =2"^^ °'^^^' *^' ^^ =^^g cos y . */p, Zc =^Pg cosy-gg 
Ans diesen Gleichungen folgt sofort: 

X : Y ; .2 = cos « : cos /3 : cos y, 
d. b- die Kräfte des Paares sind der Richtung, nach der die Kom- 
ponenten genommen sind, parallel, Macht mau nun: 

(27) S = Pcos«, Y=Ecosß, Z=Iicosy, 
so ergeben die Gleichungen (26): 

(28) Ha = VPp«^, Bh = VP^y,,, Ec = VP^Sp. 
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Spannungskomponenten, 
Es wird aber nach (24), (19) und (25): 

(29) I y^Rt,ye = ^i ^s« + Y^cosß + Z,jCosy, 





12«' 


,r,. 


= Xj C08C 


:+ r,cos/3 + ^,cosy. 




Wir 


führen nun 


das 


asfcafcischi 


3 Moment des Kräftepaares 


ein: 


(30) 






P = 


R-r, 





indem wir mit r die Länge seines Armes bezeichnen. Nennen wir 
noch X, n, V die Winkel, welche die Richtung des Armes mit den 
Koordinatenachsen bildet, so wird: 

(31) ß^rcos^, & = rcos/i, c = rcosv 

und somit können die Gleichungen (28) mit Rücksicht auf (29) ge- 
schrieben werden: 

!PcOSi = X^rCOSK + y^rCOS^ + Z^cosy, 
Pcos(i = X^cos«+ YyCOBß -\- Z,jCO^y, 
Pcoev = Xcos(;+ r.cosß + ^.cosy. 

Wir wollen diese Gfleichungen geometrisch zu interpretieren 
suchen. Zu dem Zwecke setzen wir: 

(33) co8ß = j, cos/3 = 1), cosj' = ä, 
woraus: 

(33a) S^+t)^+ä' = l 

folgt, und machen ferner: 

(34) CJ-PcosA, 7-Pcos,., W - Fcmv, 
dann werden die Gleichungen (32): 

I D" = X,E + r,l) + Z.l, 

(32«) y-Z,E + r,l) + ^,j, 

\w-X.i + Y.\> + Z,i. 

Deuten wir hierin J, 9, J als Punktkoordinaten, V, V, W aber als 
Koordinaten der Ebene, die durch die Gleichung: 

(35) VxJrYy + Ws — l 

festgelegt wird, dann haben die vorstehenden Gleichungen, da: 
r. = X„ Z, — X., Z, — Y. 
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ist, die einfache Bedeutung, daß die Ebene % mit den Koordinaten 
JJ, V, W die Polarebene des Punktes S mit den Koordinaten E, 5, j 
ist bezüglicli der Fläche zweiter Ordnung, die durch die Gleichung: 

(36) X^x^-\- Yyf -f Z,s^ + 2 Y,y^ + 2Z^sx + 2X/xy = 1 

gegeben wird und die wir als die Spannungsfläebe bezeichnen. 

Bringen wir aber die Ebenengleichung (36) auf die Normal- 
form, so ergibt sieb mit Eücksicbt auf (34): 

(35a) cosAa; + eos/ij/ + cosvs = p, 

wenn wir noch; 

(35b) j,_A 

setzen. So finden wir, wenn wir U, V, W als die Komponenten 
eines von dem Mittelpunkte der Spannungsfläche ausgehenden Vektors 
deuten, daß dieser Vektor auf der Polar ebene des zugehörigen 
Punktes S bezüglich der Spannungsfläche senkrecht steht und seine 
Lunge dem Abstände des Mittelpunktes von der Polarebene umgekehrt 
proportional ist. Den Punjit S nehmen wir hierbei auf der mit der 
Spannungsfläche konzentrischen Kuge! mit den Radius 1, die durch 
(33a) gegeben wird, an. 

Die Lauge des Vektors geht noch aus einer anderen Mäche 
zweiter Ordnung hervor, zu der wir auf folgende Art gelangen. Wir 
quadrieren und addieren die Gleicbungen (32), so erhalten wir mit 
Rücksicht auf (33): 

(37) P^ = (X.E + r.lj + 2.ä)^ + {X,t -F r,t) + Z,if 

+ (X,E + Y.tf + Z^if. 
Machen wir hierin: 

(38) i-Px, ti -F,j, ä-P«, 
SO geht die Gleichung über in: 

(39) (X.X + Y.y + Z^gf + (X,,x + Y^y + Z,if 

+ (Xa;+ Y,y^Z,!if^ 1. 
Das durch diese Gleichung dargestellte EUipsoid wollen wir als 
Elastizitätsellipsoid bezeichnen. Aus den Gleichungen (38) folgt 
nun mit Rücksicht auf (33a): 

(40) ^^^x^Arf^z-' 
und da nach (38) und (33) ferner: 

(40a) X'.y.z-^ cos « : cos /5 : cos ^ 
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wird, finden wir; Die zu einer bestimmten Richtung gehörende Größe 
P ist gleich dem reziproken Werte Yon dem in diese Richtung 
failendea EadiusTektor des Elastizitätsellipsoids. Denn in denFormebi 
(40) und (40a) sind x, y, s die Koordinaten eines Punktes auf dem 
Elastizitäteellipsoide, Yx^ -\- y^ A- i^"^ also die Länge des Radiusvektor, 
der aus dem Mittelpunkte nach diesem F^chenpunkte hinführt, und 
a, ß, y die Winkel, die er mit den Koordinatenachsen bildet. 
Die Gleichung (39) geht aus der Gleichung: 

d. h. der Tangentialgleichung der Einheitskugel, die in Punktkoor- 
dinaten durch die Gleichung (33a) gegeben wird, hervor durch die 
Substitution (32 a). Das Elastizitätsellipsoid ist also der Einheitekugel 
reziprok zugeordnet bezüglich der Spannungsfläclie, indem es von den 
Polen der die Einheitskugel umhüllenden Ebenen erfüllt wird. 

Wir können jetzt leicht die Richtungen bestimmen, für welche 
wir ein gestrecktes Kr'aftepaar bekommen, d, h. für welche die 
Kräfte des Kräftepaares in die Richtung des Armes fallen, und welche 
wir als die Hauptrichtungen des Spannungs Systems bezeichnen. In 
diesem Falle muß: 



werden, und wenn wir der Einfachheit wegen die Bezeichnungen (33) 
beibehalten, so erhalten wir aus (32) die Gleichungen: 

|(x.-p)E+r.t) + z,i = o, 

aua denen znr Bestimmung von P die Gleichung dritten Grades folgt: 

X, - P Y. Z. \ 

(41a) X, Y,-P Z, i-0. 

X, Y. Z,-p\ 

Diese Gleichungen sind aber dieselben, die sich zur Bestimmung 
der Hauptachsen für die Spannungsflächo (36) ergeben. Es fallen 
also die Hauptrichtnngen des Spannungssystems mit den Hauptachsen 
der Spannungsiläche zusammen. 

Nennen wir die Wurzeln der Gleichung (41) P,, Pg, Pg, so wird 
die Gleichung der Spannungsfläche, auf die Hauptachsen be; 



(42) P,:i!^+P,./'+P,«"-l, 
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die Gleichung des ElastizitätselUpsoides aber wird in demselben 
Koordinatensystem : 

(43) P.^a^^ + P,V + P,V = l. 

Die Größen Fj^, P^, P3, die wir als die Haiiptspannungen be- 
zeickneii, sind die reziproken Werte von den Halbaclisen dieses 
Bllipsoidea. Vergleiclien wir die Gleichnng (42) mit (36), so seilen 
■wir, daß in diesem neuen Koordinatensystem die Koordinaten des 
Spannungs Systems folgende sind; 

(44) X^=Pi, Yy=F^, 2,=p3, r,=Zä,=0, ^^=X.=0, X^= Y^=(). 

Die drei gestreckten Kräftepaare, welche die Komponenten des 
Spannnngssystems nach seinen Hauptricbtungen darstellen, ersetzen 
aber zusammengenommen das Spannungs System. Denn wenn wir das 
neue Koordinatensystem zugrunde legen, so sind für diese Kräftepaare 
die in den Formeln (26) vorkommenden 9 Größen alle bis auf eine 
Null. Die Ton Null verschiedene Koordinate ist zuerst Xa = P^, 
dann Yh — F^, endlich Zc = J^^. Nimmt man die drei Kräftepaai'e 
zusammen, addiert also nach den Regeln, die für die Vereinigung 
astatischer Kräftesysteme gelten, ihre homolögen Koordinaten, so 
erhält man genau die vorstehenden Koordinaten des Spannungs Systems, 
womit der Satz bewiesen ist. 

Wir wollen noch bemerken, daß die Kräfte eines der gestreckten 
Kräftepaare voneinander weggerichtet sind, wenn die zugehörige 
Haupispannung P positiv ist. Wir sprechen dann von einer Zug- 
spannung. Dagegen sind die Kräfte aufeinander zugerichtet, wenn 
die zugehörige Hauptspannung negativ ist. Wir reden dann von einer 
Druckspannung. Den Armen der Kräftepaare geben wir der Ein- 
fachheit wegen die Länge Eins, dann werden die Hauptspannungen den 
Kräften der zugehörigen Kräftepaare gleich, und wir können sagen: 
Jedes Spannungseyetem läßt sich ersetzen durch sechs 
Kräfte, die einander paarweise entgegengesetzt gleich sind 
und in die Verbindungslinie ihrer Angriffspunkte fallen. 
Die Länge dieser drei Verbindungaatreckea soll Eins be- 
tragen und ihre Richtungen sollen zueinander normal sein. 
Dann stellen die Kräfte paarweise die Hauptspannnngen 
des Spannungssystems dar, und diese Hauptspannungen 
sind Zugspannungen, wenn die Kräfte des Paares von- 
einander weg-, sie sind Druckspannungen, wenn die Kräfte 
aufeinander zugerichtet sind. 

Wir können die Komponenten des Spannungssystems, statt auf 
eine Linienrichtung, auch auf eine Ebenenstellung beziehen, die senk- 
recht zu der Linienrichtung steht, und definieren dann als die Spannungs- 
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kraft für eine Ebene von der betreffenden Stellmig den Vektor, 
dessen Länge P und Richtungswinkel X, ft, v durch die Gleichungen 
(32) festgelegt werden, wenn a, ß, y die Richtungswinkel der Ebenen- 
nonnalen sind. Um genauer zu sprechen, wird durch die KoBinua 
der Richtungswinkel «, ß, y eine bestimmte Seite der Ebene charak- 
terisiert (nämlich die Seite, nach welcher hin die durch diese Richtungs- 
winkel gegebene Normale weist), und die Spannungskraft bezieht 
sich auf diese Seite der Ebene, während sieh für die andere Seite 
der Ebene der entgegengesetzte Vektor ergibt. Für jede Ebene 
resultieren so zwei einander entgegengesetzte Vektoren, die zusammen 
die Spannung für die Ebene und für jede Ebene von derselben 
Stellung repräsentieren. 

Die Ausdrücke für die Komponenten JJ, V, W des Spannungs- 
vektors wollen wir noch unter der Voraussetzung geben, daß das 
Spaunungssystem durch seine Hauptspannungen und entsprechend die 
Ebenenstellung, zu der der Spaunungsvektor gehört, durch die Winkel 
^1' ^2! ^31 welche die Ebenennormale mit den Hauptrichtungen des 
Spannungs Systems bildet, festgelegt wird. Dann nämlich ergibt eich 
gemäß (44) aus (32) für die nach diesen Haupti-ichtuugen genommenen 
Komponenten S^, S^, 8^ des Spannungs vektors: 

(45) S'i = Pi cos 6„ S,= F,cosß^, S.^F^GOse^. 

Wenn nun die Hauptrichtungen mit den Achsen des beliebigen 
Koordinatensystems, auf das sieh die Komponenten U, V, W des 
SpannungsTektors beziehen, der Reihe nach die Winkel bilden: 

^11 ft> »"i; h> i*2> v^\ h) ftj n' 

wobei sich z. B, 1,, fi^, v-^ auf die erste Haupti'iehtung beziehen, dann 
finden wir: 

j P = Pj cos ffi cos X^ + Pj cos ffs cos Aa + Pg cos 63 cos lg, 

(46) \ V ^ F^ cos 8^ cos ^j -f Pj cos u^ cos (i^ + Pg cos 63 cos n^, 

\ W =- Pj cos ff, cos V^ -J- Pg cos 62 cos Vg + P3 cos Ög cos Vg. 
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Vierundzwanzigstes Kapitel. 
Tensoren. 

Die reinen Deformationen zeigen eine gewisse Analogie zu den 
Schraubnngen, Bei beiden handelt es sieh um sehr kleine Ver- 
schiebungen der Punkte dea Raumes, und hier wie dort sind die 
Komponenten dieser Verschiebung lineare Funktionen von den 
Koordinaten des betreffenden Punktes. Den Deformationen und 
SchraubuTigen als kinematischen Größen stehen die Spannungen und 
Dynamen als dynamische Größen gegenüber, und auch diese er- 
weisen sieh in gewissem Sinne als analog. Zur Festlegung aller der 
genannten Größenarten sind sechs Koordinaten erforderlich. Die 
kinematischen und dynamischen Größen stehen in der Bezielnmg 
kontragredienter Größen zueinander und werden beidemal durch 
einen büinearen Ausdruck miteinander verknüpft, der das eine Mal 
lautet: 

(1) Xu + Yv + Zw + Lp + Mq + Nr, 
das andere Mal: 

(2) X^x. + Y,y, + Z.^, + Y,y, + Za + X^x,. 

Wie nun die Sehraubungen und Dynamen auf einen gemein- 
samen Träger, die Schrauben, bezogen werden, so kann man auch 
den Deformationen und Spannungen einen gemeinsamen Begriff 
zugrunde legen, der von der kinematischen oder dynamischen Färbung 
befreit ist und eine rein geometrische Bedeutung hat. Diesen Be- 
griff bezeichnen wir mit dem Worte Tensor.') Auf Grund desselben 
läßt sich eine Disziplin entwickeln, welche der oben ausgeführten 
Schraubentheorie analog ist, aber eine erschöpfende Darstellung 
dieser Disziplin würde den Rahmen dieses Buches weit überschreiten. 
Wir müssen uns daher mit einigen kurzen Andeutungen begnügen, 
die hinreichen, um das Charakteristische einer solchen Geometrie der 
Tensoren hervortreten zu lassen. 

1) Das Wort iht jn einer etwas abweichenden Bedeutung durch Abraham, 
Enzyklopädie der math Wiss., Bd. IT 2, p. 1, in Anletming an Gibbs' „Eight 
Tensor" (Vector analysis, New-Haven, 1884), eingeljurgert woiden, während 
Voigt für denselben Begriff das Wort „Tensortrippl" gebraucht fvgl. Göttinger 
Nachrichten 1300, ji 117, ebenda 1904, p. 495). 
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Der Tensor wird wie die Schraube analytisch festgelegt durch 
die Verhältnisse von sechs Größen, d. h. durch sechs Koordinaten, 
die nur bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt sind. Wir 
wollen dieselben bezeichnen mit 

liif I221 ''331 fi^a = "as» "^si = "la? '^is = ^n. 

und ihnen noch den Ausdruck: 



hinzufügen. Dann sind die Koordinaten einer Deformation, die zu 

dem durch diese Koordinaten festgelegten Tensor gehört, von der 
Form: 

(4) x^. = f-^^! y^ = -c-^- ■•x,j = 2t ■^^ 

Hierbei wird: 

(Ö) T^ = a:/ + y/ + ■ ■ - + la^i,'. 

Wir wollen diese Größe t in Analogie zu früherem die Amplitude 
der Deformation nennen. Dann ist der folgende Satz leicht zu be- 
■weisen: Bei Deformationen, die zu demselben Tensor gehören, sind 
die Verschiebungen aller Punkte gleichgerichtet und stehen der Größe 
nach alle in demselben Verhältnisse. Dieses Verhältnis wird durch 
das Verhältnis der Amplituden gegeben. 

Man sieht so auch, daß der Tensor durch den Komplex der 
Verschiebnngslinien einer zugehörigen Deformation vollkommen fest- 
gelegt ist. Einem Tensor wird also ebenso ein Rejescher 
Aclisenkomplex heigeordnet wie einer Schraube ein linearer 
Strahlenkomplex, aber zu jedem Achsenkomples gehören unendlich 
viele Tensoren, während zu jedem linearen Komplex nur eine Schraube 
gehört. 

Die Koordinaten einer Spannung, welche zu dem Tensor mit den 
mebenen Koordinaten gehört, sind von der Form; 



(6) 


X. 


-T°ii, r.-Tfe,. 


ierbei ■ 


ivird: 




w 




V-XJ+ Y,' + 



Die Größe T soll die Intensität der Spannung heißen und wir 
haben dann den Satz: Bei Spannungen, die zu demselben Tensor 
gehören, ist für Jede Ebene die Richtung der Spannungskraft dieselbe, 
während deren Größe der Intensität der Spannung proportional ist. 
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Wir wollen nocli die drei Ausdrücke einführen: 
b = Ol, + Qs3 + las. 
e = ajg 0g3 — Qää* + "äs'^u ~ °si^ + i^iAä ~ 

(S) I On 0,3 Qjg 

3) = 1 flai Qsä 023 
i «3, flaa Osa 

Diese Ansdröeke entsprechen den Invarianten der zugehörigen De- 
formationen, Durch sie können wir die oben benutzte Größe a 
darstellen wie folgt: ^____ 

(9) a = l/b'-2e. 

Aus ihnen können wir ferner leicht Invarianten des Tensors ableiten, 
indem wir sie zu solchen rationalen Funktionen der Tensorkoordi- 
naten zusammensetzen, die in Zaliler und Nenner vom gleichen Grade 
sind. Die einfachste derartige Kombination ist: 

(10) t-5|. 

Sie ist dem Parameter der Schraube in gewissem Sinne analog und 
soll auch als Parameter des Tensors bezeichnet werden. Wenn 
e =^ 0, wird l ^ 0, wenn b = 0, wird I = oo. Da b^ — 2e = a^ immer 
positiv, ist b^ > 2e, also stets: 

(10a) l < 1. 

Wir suchen nun eine geometrische Deutung der Tensoren, Eine 
solche finden wir, wenn wir die sechs Tensorkoordinaten als die 
Koeffizienten in einer homogenen, quadratischen Gleichung mit drei 
Veränderlichen a;,, x^, ix^ ansetzen, also die Gleichung anschreiben: 

(11) a,iX^^-i- a^aS^^-f Os»Xs^+ ^(is3''^s^ä'^^'^ii^3^i'^^°is^i^2 = ^- 
Sehen wir in derselben x^, x^, x^ als die cartesisehen Koordinaten 
eines Punktes im Eaume an, so steUt sie einen Kegel zweiter Ord- 
nung dar, dessen Spitze im Koordinatenursprunge liegt. Dieser 
Kegel soll der Tensorkegel heißen. Er ist nicht notwendig reell, wenn 
auch die Koordinaten des Tensors reell sind. Wohl aber ist das 
Polarsystem stets reell, das er in dem Bündel der Strahlen durch 
seine Spitze begründet. Jedem Strahl durch ist in diesem 
Polarsystem eine Ebene durch als Polarebene zugeordnet und deren 
Gleichung lautet, wenn ein beliebiger Punkt auf dem Strahl die 
Koordinaten y^, y^, y^ hat: 

(an«/! +012^2 + «IS J/s)^! 

(12) -[- (ag,»/i -F a^si/a + a^3ys)x^ 

+ («31^/1 + flaaJ/ä + 0*8^8)^3 = 0- 
Hierbei ist Q^ä = a^t, «is = Oji, Pai = *iis Torausgesetzt. 
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Zu einer Deformation fanden wir eine sie geometrisch illustrierende 
Deformationsfläche und ebenso zu einer Spannung eine Spanuungs- 
fläche. Die gegenseitige Zuordnung der Durclimesser und Durchmesser- 
ebenen dieser Deformations- oder Spannungsfläche ist keine andere 
als die des soeben gefundenen Polarsystems, das zu dem entsprechenden 
Tensor gehört. Von der Fläche selbst ist der Teneorkegel der 
Asymptotenkegel. 

Die vorstehende Gleichung der Polarebene eines Strahles durch 
wird zur Gleichung einer Tangentialebene des Tensorkegels, wenn 
der Strahl selbst diesem Kegel angehört. Schreiben wir die Ebenen- 
gleiehung dann in der Form: 

(13) 2^a:i + Sa*2 + 233^ = 0, 

indem wir mit Benutzung eines Proportionalitätsfaktors p setzen: 

(14) OaiJ/i + 0332/3 + "as^/a = P^ä, 
10312/1 + 032 «'s + aas!/3 = P%7 

dann sind s^, s^i h ^'^ Koordinaten eines Punktes auf dem Strahl 
durch 0, der auf der Tangentialebene senkrecht steht. Multiplizieren 
wir aher die letzten Gleichungen der Reihe nach mit y^, y^, y^ und 
addieren sie, so verschwindet die linke Seite der entstehenden Glei- 
chung, weil der Punkt mit den Koordinaten y^, y^, y^ nach der 
Voraussetzung auf dem Tensorkegel liegt. Es ergibt sieh also: 

(15) F.,y^ + ^aj/^ + HVb = 0- 

Fassen wir diese Gleichung mit den vorigen (14) zusammen und eli- 
minieren aus diesen vier Gleichungen die Größen y^^, y^, y^, q, so 
finden wir: 



(16) 



als Gleichung des zu dem Tensorkegel polaren Kegels. Die gefundene 
Gleichung schreiben wir, nach den geordnet: 

(17) fl/,V + (i-W + °W + ^<^L^ih + SHai^aSi + 2a,>iSs = 0. 
Es wird dann, von einem gemeinsamen Paktor abgesehen: 

(ai'i = OsBQ33 — llsfl^ a3'3-Q33a^, -0^1^ a3'3 = fjiafts - "i/, 
OisOsi- OiiOas. 03'i = %fl2S-Oi3''sa, lia^ OäsOsi — OsiOsa- 
Zu dem neuen Kegel gehört ein neuer Tensor, den wir den 
polaren Tensor des ursprünglichen nennen wollen. Bilden wir aus 



(18) 
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dessen Koordinaten a'ij die den Größen b, e, ® entsprechenden Aus- 
drücke fa', c'j 35', so lassen sieb die letzteren in einfacher Weise durch 
die ersteren ausdriieken. Es wird nämlich: 

(19) b' = e, e'-b'S, S;' = S)l 

Hieraus folgt für den Parameter des polaren Tensors, der wieder 
stets < 1 ist: 

(20) I'-!Ä-i?- 

Dieser Parameter ist wieder eine Invariante des ursprünglichen Tensors 
und t, V können wir als dessen Grundin Varianten ansehen, ans denen 
sich alle seine Invarianten rational zusammensetzen lassen. Ein 
Tensor besitzt sonach im Gegensatz zu der Schraube zwei unabhängige 
Invarianten. 

Ein singulärer Tensor ergibt sich, wenn 33 = wird. Dies 
geschiebt, wenn I' -= und 1 ^= c« ist. Der zugehörige Tensorkegel 
zerfällt dann in zwei Ebenen tj und i;', und der Kegel des polaren 
Tensors reduziert sieb auf eine doppelt gezählte Ebene o. Diese 
Ebene ö ist zu den beiden Ebenen ^ und )j' normal. 

Zwei Tensoren können in einer besonderen invarianten Beziehung 
zueinander stehen, die durch die folgende Gleichung ausgedrückt wird: 

(21") QnnA + cisa^s' + ■ ■ ■ + 2a,,af'j'= 0. 

Die Bedeutung die'^ei Gleichung ist die, daß, wenn der eine Tensor, 
etwa ddi mit den h-oridmaten Q/y, als Träger einer Deformation an- 
gesehen wild, und dei andere Tensor, dessen Koordinaten a'p sind, 
als Tiager einer Spaainung, der Ärbeitsausdruck für diese Spannung 
und Defoimition verschwindet. Von den beiden Tensoren sagen wir 
dann, sie seien zuemandei korreziprok. 

Aus dieser mvarianttn Beziehung können wir eine andere ab- 
leiten, indem wii den einen der beiden Tensoren durch seinen polaren 
Tensoi ersetzen Wir haben dann die Koordinaten dieses letzteren 
durch die Pioportion einzuführen: 

(22) &11 : 6,3 : ■ ■ ■ : \^ = 0^ a<i^ - a['> ' : o^^^ Q« - a« ^ : ■ ■ ■ : a^V "iV - Q^V a'H 
Setzen wir wie oben ® gleich der Determinante aus den üij, so 
können wir die entstehende Gleichung schreiben: 

Diese Gleichung ist aber in einem höheren Sinne invariant, sie ändert 
nämlich ihre Form nicht, wenn die Veränderlichen «,, x^, Xg durch 
irgendwelche homogene lineare Substitution transformiert werden. 
Eine solche Transformation bedeutet, daß wir von den ursprünglichen 
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recht winkligen Koordinaten zu irgendwelchen anderen, i. a. schief- 
winkligen Koordinaten übergehen. 

Auf Grand dieser Bemerkung wollen wir mm die geometrische 
Bedeutung der aufgeetellten Beziehungsgleichung zu ermitteln suchen. 
Wir benutzen an dem Zweck den Begriff des Poldreikants eines 
Kegels. Dasselbe ist dadurch definiert, daß jede seiner Seitenflächen 
die Polarebene der gegenüberliegenden Kante bezüglich des Kegels 
ist. Es ist dann leicht nachzuweisen, daß von einem solchen Pol- 
dreikant des einen Tensorkegela auf unendlich viele Arten zwei 
Kanten auf dem anderen Tensorkegel, unahhängig von der zwischen 
deu beiden Kegeln bestehenden Beziehung, angenommen werden 
können. Wenn wir nun auf das Poldreikant schiefwinklige Koordinaten 
lif iäf ^3 beziehen, so hat in demselben der erste Tensorkegel, zu 
dem dies Poldreikant gehört, eine Gleichung von folgender Form: 

Es wird also einfach: 

® = 0„ %a "ss 
zu setzen sein. Der zweite Tensorkegel aber hat, da zwei Kanten 
des Fundamentatdreikants auf ihm liegen, eine Gleichung von der 
Form: 

Die in Rede stehende Beziehungsgleichung reduziert sich also auf: 

a^i Ogg 633 == 0, 
d. h. wei! a^, 0^3 =^ angenommen werden sollen, auf: 

633 = 0. 
Es liegt mithin auch die dritte Kante des Poldreikants auf 
dem Kegel und wir finden, daß unendlich viele Poldreikante 
des ersten Tensorkegels dem zweiten Tensorkegel ein- 
besehrieben sind. 

Wenn wir statt des ersten Tensorkegels seinen polaren Kegel 
nehmen, so erhalten wir zwei Kegel, die zu korreziproken Tensoren 
gehören. Nehmen wir auch statt des zweiten dieser Kegel den 
polaren Kegel, so müssen wir, da die Beziehung korreziproker Tensoren 
durchaus wechselseitig ist, zwei Kegel bekommen, die in derselben 
Beziehung zueinander stehen wie die oben betrachteten, nur haben 
sie ihre Rollen vertauscht: dem ersten sind jetzt unendlich viele Pol- 
dreikanten des zweiten einbeschrieben. Diese Kegel sind aber die 
polaren der oben betrachteten, und daraus folgt, daß von den letzteren 
Kegeln selbst dem ersten unendlich viele Poldreikante des zweiten 
umschrieben sind, denn die Polarfigur des Poldreikants eines Kegels 
ist ein Poldreikant des polaren Kegels; ist aber ein Dreikant einem 
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Kegel einbesclirieben, so ist das polare Dreikaiit dem polaren Kegel 
umschrieben. 

Die volle Analyse der in Rede siebenden Beziebuug besteht also 
darin, daß nicht bloß dem zweiten Kegel unendlich viele Poldreikante 
des ersten Kegels einbesch rieben, sondern anch dem ersten unendHch 
viele Poldreikaute des zweiten Kegels umschrieben sind. Wir sagen 
dann mit Reye, der erste Kegel ruhe auf dem zweiten und der 
zweite Kegel stütze den ersten.^) 

Wir wollen nun beachten, daß unter den Tensoren einer besonders 
ausgezeichnet ist. Dies ist der, welcher den einfachen Dilatationen 
entspricht. Der zugehörige (imaginäre) Tensorkegel hat die Gleichung: 

(24) x^^ -i- x/ + fl^s" = 0. 

Das durch ihn begründete Polarsystem wird durch die bilineare 
Gleicbnng gegeben: 

(25) «iJ/i + a-^j/, + «,!/b = 0- 

Es ordnet jedem Strahl durch die zu ihm senkrechte Ebene zu, 
die durch gebt. Wir wollen es das Grundpolarsystem nennen 
und seinen Ordnungskegel den Grundkegel. (Derselbe projiziert 
den unendlich fernen imaginären Kugelkreis aus dem Punkte 0.) 

Wir suchen jetzt die Bedingung dafür, daß ein Kegel den 
Grrundkegel stützt, Ist: 

(26) ^i„x,Xi-Q (•■,,■_ 1,2,3) 

die Gleichung des Kegels, so ergibt die Gleichung (23) sofort die 
gesuchte Bedingung: 

(27) &u + 633 + %, = 0, 

es muß also für den Kegel der früher mit b bezeichnete Ausdruck 
verschwinden. Die geometrische Bedeutung der Gleichung b = ist 
mithin die, daß dem zugehörigen Tensorkegel unendlich viele rechtwink- 
lige Dreikante einbesehri eben werden können. Dann ist 1 = cü, l' = 0. 
Wir suchen zweitens die Bedingung dafür, daß ein Kegel auf 
dem Grundkegel ruht. Wir haben dafür in der Gleichung (23): 

i^^^b,._ = h^„ bs3 = 0, 6si = 0, 6,2 = 
vorauszusetzen. Dann ergibt sich die gesuchte Beziehung in der 
Form: 

(28) Q22 033 — a^/ + Q33 Qji - agi^ -j- 0^ 0^3 — aj/ = 0, 

d. h. es verschwindet der früher mit e bezeichnete Ausdruck. Die 
geometrische Bedeutung der Gleichung e = ist also die, daß dem 

1) Reje, Geometrie d. Lage, 1. AM., 4. Aufl. 1899, p. 266. 
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zugehörigen Tensorkegel unendlich Tiele rechtwinklige Dreikante 
umschrieben werden können. Dann ist ( = 0, V = co. 

Die Tensorkegel, deren zugehörige Tensoren denselben Achsen- 
komplex Hefern, sind konfokal. Ihre polaren Kegel l)ilden ein Büschel, 
zu dem der Grundkegel gehört. Das gemeinsame Poldreikant der 
Kegel dieses Büschels, das notwendig reell ist, liefert die gemeinsamen 
Hauptachsen der durch die konfokalen Kegel repräsentierten Tensoren, 
die mit den Hauptachsen der zugehörigen Deformationen oder Spannungen 
identisch sind. Auf diese Hauptachsen bezogen nimmt die Gleichung 
des Tensorkegels die einfache Gestalt an: 

(29) St^a^ä + atg^s^ + STgiCg* = 0. 

Sil, %i ^3 ^''^'^ hierbei die Wur?;eln der Gleichung dritten Grades 
für X: 

(30) ;i9-b;.^+ e>l-® = 0. 
Dividiert man diese Gleichung durch b^ und setzt: 

(31) .J _ a, 

SO kann man SI^, Sl^i ^s» ^^ ^^ ^"^ ^^^ ^^^ Verhältnisse ankommt, 
auch als die Wurzeln der folgenden Gleichung für u definieren: 

(32») „._„> + jl,._g_o. 

Diese Gleichung aber kann man schreiben: 

(32) it" -u^ + -I-Im - ^VV = 0. 

So tritt die Abhängigkeit der Koeffizienten SC,, Sfj, SI3 von den In- 
varianten des Tensors hervor. 

In mancher Hinsicht ist es bequemer, eine ebene Darstellung der 
Tensoren zu haben. Eine solche finden wir, wenn wir die Tensor- 
kegel mit irgend eitler festen Ebene als Bildebene zum Schnitt 
bringen und diese Sehnittkurven als Darstellung der Tensoren an- 
sehen. So bringen wir die Gesamtheit der Tensoren in Be- 
ziehung zu der Gesamtheit der Kegelschnitte in einer Ebene, ^) 
Die Koordinaten ic^, x^, x^ und ihre linearen Transformationen lassen 
sich hierbei als homogene Dreieckskoordinaten in der Bildebene 
deuten. Einem singulären Tensor, für den S) = wird, entspricht 
in der Bildebene ein zerfallender Kegelschnitt, Den zweifach singulären 

1) Die hier berührte Kegel achnittgeometrie ist namentlicli durch die 
folgendan Arbeiten begi-ündet worden: Hesse, Joiirn. f. Math. Bd, iö, 18B2, 
p. 88, Werke p. 338, St. Smith, Lond. Math. Soc, Proceed. Vol. 2, 18S8, p, 85, 
Coli Papera I, p. 524, Eosanes, Math. Ann, Bd. 6, 1872, p. 264, Picquet, 
fitttde geomßtrique des syetSmes . . , de aections coniquea, Parig 1872. 
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Tensoren, die zu einfachen Dehnungen gehören, entsprechen die (doppelt 
gezahlten) geraden Linien der Bildebene, 

Die metrischen Eigenschaften der Tensoren, inahesondere die Be- 
stimmung ihrer Hauptachsen, erfordern das Heranziehen einer be- 
stimmten imagiimren Kurve zweiter Ordnung, nämlich der Kurve, in 
welcher die Bildebene von dem Grundkegel geschnitten wird und 
welche wir als die Grundkurve bezeicliaen wollen. Diese Grund- 
kurve kann man ersetzen durch das Polai'system, das sie in der 
Bildebene begründet. Um dies Polarsystem direkt abzuleiten, denken 
wir uns aus dem Punkte das Lot OM auf die Bildebene gefällt, 
dessen Länge mit p bezeichnet sei. Wird dann die Bildebene von 
irgendeinem Strahl durch in einem Punkte S und von der zu 
dem Strahl senkrechten Ebene durch in einer Linie s geschnitten, 
so steht die Verbindungslinie der Punkte 8 und M auf s senkrecht 
in einem Punkte, den wir S' nennen wollen, und es wird dann: 

M8,MS' = -p^ 
indem wir die Verschiedenheit des Sinns von MS und MS' durch 
das negative Vorzeichen ausdrücken. Die Zuordnung des Punktes S 
und der Linie s läßt sich als die eines Antipolar Systems deuten, dessen 
Grundkurve der mit dem Radius ^ um Jf beschriebene Kreis ist. 

Zwei Kegelschnitte entsprechen polaren Tensoren, wenn sie als 
reziproke Kurven m dem gefundenen Äntipolar System einander zu- 
geordnet sind, d. h. der eine von den Antipolaren des anderen umhüllt 
wird. Zwei solche Kurven lassen sich aber auch als verschiedene 
Abbildungen desselben Tensors auffassen. Um diese zwei Ab- 
bildungen zu scheiden, wollen wir den bei der ursprünglichen Ab- 
bildungsart sieh ergebenden Kegelschnitt als Kurve zweiter Ord- 
nung, d. h. als Punktort auffassen, dagegen den reziproken Kegelschnitt 
als Kurve zweiter Klasse, d. h. als UmbüUuugsgebilde seiner 
Tangenten. Dann ergibt sich, daß, wenn zwei Tensoren kor- 
reziprok sind, die dem einen entsprechende Kurve zweiter 
Klasse auf der dem anderen entsprechenden Kurve zweiter 
Ordnung ruht. 

Zwei Deformationen werden zu einer einzigen zusammengesetzt, 
indem man ihre homologen Koordinaten addiert. Legen wir von den 
Deformationen zunächst nur die zugehörigen Tensoren fest, so sind 
ihre Koordinaten von der Form: 

}.a,i, 10^2 ■ ■ ■ ^''la ''^^^ C^iii ''■^sa ■ ■ ■ f-^is) 
also werden die Koordinaten der aus ihnen resultierenden Deformation: 

iflu + /ifiii, Attja + /lijä . . . J-Qis + fi6i2, 
und die Gleichung der entsprechenden Kurve zweiter Ordnung lautet: 
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Geben wir hierin X und (t alle mögliclien Werte, so erhalten wir die 
sämtliclien Kurven eines Kegelschnittbüschels. Von den Deformationen, 
die sich aus zwei Deformationen in gegebenen Tensoren zusammen- 
setzen, müssen wir nun nach der Bildungsart ihrer Koordinaten sagen, 
daß sie ein lineares System zweiter Stufe bilden, und gleiches gilt 
von den zugehörigen Tensoren. Ebenso bilden aber auch die Bild- 
kegelsclmitte ein lineares System, nämlich ein Büschel. 

Allgemein finden wir zu einem linearen Tensorsystem als Bild 
ein lineares Kegelsehnittsystem, und die Untersuchung der linearen 
Tensorsysteme reduziert sich somit auf die Untersuchung 
der linearen Kegelsehnittsysteme in einer Ebene. Hierbei ist 
die Heranziehung der Grundkurve oder ihres Polarsystems überall da 
nötig, wo es sich um metrische Eigenschaften der Tensoren handelt. 
Z. B. bestimmt man die Hauptachsen eines Tensors, indem man das 
gemeinsame Poldreieck der Grundkurve und der Bildkurye des Tensors 
sucht. Durchläuft der Tensor ein lineares Tensorsystom zweiter 
Stufe, so bewegen sich die Ecken jenes Poldreiecks auf einer Kurve 
dritter Ordnung, auf der sie eine bestimmte Schar von Punktetripeln 
bilden. 

Zu den projektiven Eigenschaften gehört die Frage nach den 
siogulären Tensoren, die in einem linearen Tensorsystem enthalten 
sind. In einem Tensorsystem zweiter Stufe sind es drei, in einem 
Tensorsystem dritter Stufe unendiicli viele. Die Linien der Linien- 
paare, welche diese Tensoren in der Bildebene darstellen, umhüUen 
eine Kurve dritter Klasse, und die Punkte, in denen die Linien der 
einzelnen Linienpaare sich schneiden, erfüllen eine Kurve dritter 
Ordnung. Zweifach singuläi'e Tensoren sind i. a. erst in einem Tensor- 
system vierter Stufe enthalten und zwar vier an der Zahl. In einem 
Tensorsystem fünfter Stufe sind unendlich viele enthalten, und die 
(doppelt gezählten) geraden Linien, welche sie in der Bildebene dar- 
stellen, umhüllen einen Kegelschnitt. 

Interpretieren wir die Tensoren nicht durch Kurven zweiter 
Ordnung, sondern durch Kurven zweiter Klasse, so sind die auf- 
tretenden linearen Kurvensysieme von anderer Art als die bis jetzt 
in Betracht gezogenen und stehen diesen dualistisch gegenüber. 
Z. B. erhalten wir an Stelle des Kegelschnittbüschels die Kegel- 
schnittschar, nämlich nicht die Kegelschnitte, die vier gemeinsame 
Punkte haben, sondern die Gesamtheit derer, welche vier gemein- 
same Tangenten besitzen. 

Wie bei den linearen Schraubensystemen gehört zu einem linearen 
Tensoi-syatem jit"'' Stufe ein solches (6 — ^)'^'^ Stufe, dessen Tensoren 
zu allen denen des ersten Systems korreziprok sind. Werden die 
Tensoren des einen Systems durch Kurven zweiter Ordnung, die des 
anderen Systems durch Kurven zweiter Klasse abgebildet, so ruht 
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das System der Kurven zweiter Klasse aut dem Systeme dei Kurven 
zweiter Ordnung. Diese Zuordnung der hnearen S\«tfme von Ivuiven 
zweiter Ordnung und von Kurven zweiter Klasse ist von fundaraentalei 
Bedeutung für die Kegelsclinittgeomebne und tiitt auch hier m den 
Mittelpunkt der Betrachtung. 

Derart lassen sich die Tensoren unmittelbai mit geometiisch 
einfachen Gebilden, nämlich den Kegelschnitten einei Ebene, in ein 
deutige Beziehung setzen, während bei den SchianbLU ein gleiches 
nicht der Fall ist. Wobl stehen die Schrauben m Zusimmenhant, mit 
noch einfaeberen geometrischen Gebilden, namlicb den geraden Linien 
des Raumes, aber dieser Zusammenhing bedeutet keine eindeutige 
Beziehung. Vielmehr ist unendlich vielen Schi^uben dieselbe gerade 
Linie, als ihre Acbse, zugeordnet, und es muß diesei Linie noch 
ein Parameter beigeschrieben werden, damit sie die Srhiaube voll 
ständig charakterisiert. So führt die Scbiaubentheorie wohl zui 
Linien geometrie, aber diese Linien geometrie hat eine ganz besondere 
Färbimg, weil die Linien nicht als selbständige Gebilde unmittelbar 
auftreten, sondern vielmehr gleichsam als Ausfluß eines Gebildes 
höherer Art erscheinen. Diese Behandlungsart der Linien geometrie 
hat indes einen besonderen Vorzug. Die geraden Linien des Raumes 
bilden namücb eine quadratische Mannigfaltigkeit, die Sehrauben aber 
bedeuten eine lineare Mannigfaltigkeit, welche jene einschließt, wie 
der Raum unserer Anschauung eine Fläche zweiter Ordnung einsehließt, 
und die Geometrie der Gesamtheit aller Linien wird so in ähnlicher 
Weise der Geometrie der sie umfassenden Gesamtheit aller Schrauben 
untergeordnet wie die Geometrie einer Fläche zweiter Ordnung aus 
der gewöhnlieben Raunigeometrie gewonnen wird. 

Man kann noch fragen, ob die Liniengeometrie in dieser Fassung 
nicht mit der Kegels cbnittgeometrie in Beziehung gesetzt und so 
wieder die Sehraubei^eoraetrie mit der Tensor geometrie in Ver- 
bindung gebracht werden kann. Eine solche Beziehung ist iü der 
Tat auf mehr oder minder ungezwungene Weise herstellbar und an 
sieh nicht ohne Interesse. Wir müssen es uns aber versagen, hier 
darauf einzugehen. 
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S 21 /eile 4 von unten Dei so loe'timiiite ^ ektot wird auch wohl das Vektor- 
piodukt dei beiden gegebenen Tekto en bezeichnet Wenn dann in der 
Statik lea itarien Koipera ■von einem Vektormoment die Rede ist, wird 
diiekt dieses Vektoiprodukt statt des sich zunächst ergebenden Fläehea- 
vektois genommen Wu ziehen es vor diese Bezeichnung nicht zu adoptieren. 
Seilst wo es zur geometrischen Veranscbaul (.hing von Nutzen ist, die 
riachenvektoren durch Stiecken diazuitellen wollen w i dies nur als eine 
von b ergebende Verbildhcbiing an eben und nas des wahim Charakters der 
r roßenart bew ißt bleiben 

&. 33, Zeile 17, Von der konjugierten Quatermon q wohl au unterscheiden ist 

die reziproke Quaternion g— i. Die letztere ist dadurch definiert, daß: 

gg— 1 = 1 und damit auch q—iq^l 



a soll, während; 



-Mj- 



^ K^ + L'+M' + N' 

S. 2S, Zeile 17. Der Begnff des Tetiaedervolumens Viud in den Lebibu hem 
der analytischen Ijeometiie so erweitert daf die Bestimmunf; des Voizeii,hens 
mit in ihn hineingelegt wiid Wir haben ei abei für vurmchtigei gebalten 
zunächst das Wort in dem gewöhnlichen Sinne als einfachen Eaumgehalt 
EU gebrauchen, trotzdem sp3,ter immei das Volumen mit einem bestimmten 
Vorzeichen behaftet auftritt 

S. 25, Zeile 19. Die allgemeine Auff^bsnng von Operatuien al= sjmb lischen 
Faktoren rfihrt von englischen Mathematikern, namentlich Bjole her 

S. 30, Zeile 14. Hier steht ^ statt T 

S. 34, Zeile i. Für .4 = ergibt sichern singulirei Fall, dei dadurch (.hmakten&iert 
ist, daß die transformierten Vektoien alle einet Ebene angehdien In den 
Gleichungen (14) auf S Sb sind dann die Imken Seiten ^ nnd die rechten 
Seiten proportional, so daß die drei Gleichnngen sich anf die eine Gleichung 
der Ebene, welchei die tiansfoimierten Vektoren angehöien, leduaieit Vei- 
Bchwinden aber von J auch die Unterdeterminanten, so sind die Gleichungen 
(14) identisch erfüllt, in den Gleichungen (10) abei sind die lechten Seiten 
nur um konstante Faktoren verschieden, die tiansformierten Vektoien fallen 
also alle der Lage nach zus'unmen In diesen singnl^en Fällen können wu 
nicht mehr von eigentlichen Vektoiquotienten reden, wenn ivii in die Be 
deutung der Gleichung b = I) ft hineinlegen, daß sie zQjedem Vektor a einen 
Vektor b und zu jedem Yektur b einen Vektor a su finden erlaubt Deshalb 
ist auf diese Fälle im Text nicht eingegangen 

S. 34, Zeile 13. Wohl zu beachten ist, daß hier dei Begnff Vettoiiiuotient einen 
anderen Sinn hat als bei Himilton Hamilton nimmt den Quotienten zweier 
Velftoren 



wenn 3 die Quaternion ba und a' (für a = ji-]-5J-]-gS;) die Zahlgröße 
— (E^+S' + ä'^ bezeichnet Er führt also die Division direkt auf die Multi- 
plikation zurück. 
SS, Zeilen. Der Ausdruck Drehetreckung ist von F. Klein gebraucht 
worden. Man Tgl. die ganze Darstellung bei Klein und Sommerfeld, 
Theorie des Kreisels. Ans der Drehstreckung ergibt sich eine Wende- 
strecknng, wenn = m/2 ist. In diesem besonderen Falle ist der geometrische 
Vektorciuotient durch die beiden Vektoren n,l) nicht mehr eindeutig bestimmt. 
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Denn in den Gleichungen (SO) sind die Winkel l, (i, v dann nur aa die 
Bedingung gebunden, daß sie sich auf eine zu dei' geiaeinaamen Linie der 
Vektoren a, b eentreolite Eiehtnng beziehen sollen. Wir wollen nocb be- 
merken, daß wir aus einer beliebigen Quatetnion g eine einfache Drehung 
ableiten können, wenn wir etatt der konjugierten Quaternion q die reziproke 
Quatemion 3—1 nehmen, also die Gleickung (31) schreiben 5~^Pä = p'. 
Dann gebt p' ans p dnick eine einfache Drehung hervor. Über die Be- 
aiehnngen awischen Quaternionen und Drehungen ist neuerdings eine Arbeit 
von Pi Heyei m dei Ztschr f Math u Phys Bd 65, 1907, p 104 eischienen 

8. 89, letzte Zeile Es braucht kaum gesagt an weiden, dj,ß dei Quotient zweiei 
PunktgröGen nach der bei den Tpktoren veitietenen Auffassung als eine 
allgememe tollineaie Tiansformation er'Jchemt So wnd in einer bebonderen 
Weise da^ Eechneu mit koUmeaien Verwandts(,!iaften , das Reye in seinei 
fTeometne der Lage nach dem Voigange von Stephanen entwickelt bat, 
begiundat, nnd gleiebaeitig scheint mii dies in emer dem Gedankengange 
dei Aubdehnungalebre entsprechenden Erweiteiung auf n Dimensionen die 
eintafhate und natuilichate Begründungaait der sehr inteiescanten und 
fruchtbaren Theorie der Matnaen zn sein 

S. 40, Formel (T) Zum erstpnmal sind diese sechs Grüßen bei d'Alembeit 
aufgetieten, der in meinen Eeoheiohes sui la piöcession des öqninoses 1749 
ihre Bedeutung für die Mechanik des staixen Körpers erkannt hat 

S. 43, Formel (19) Es ist sofort zu ubeisehen, was emtntt, wenn die Ebene 
durch den Koordmatenursprung biuduichgeht Dann bleibt es der Willkiii 
ubeilassen, welche Seite als die vom Kooidinatenuiapiung weggewandte 
augesehen werden soll Man kann den Sinn dei Normalen dann immer so 
waMen, daß die Reihenfolge ABC eine positive Umkreisung detselben be- 
dputet So wild S positiv, und die Vorzeichen dei EichtimgötöSinus stimmen 
mit denen \on |, Jj, £ uberem, wählend e = wird 

S.44, Zeile 10 v u Die Bedeutung diesei Unterscheidung ist von Study hervor 
gehoben woiden In der Tat ist die^e Zweiseitigkeit ein charakteristisches 
Merkmal dei Ebene imd es bedingt eine gewisse UnvoUkommenheit der bei- 
kdmmlichen Da rstellnngs weise daß sie nicht in ihrei Bedeutung hervoitntt 

S. 44, Zede 12 Wenn p = 0, ist .TT duicb die zugehörige Ebene nicht in ein- 
deutiger Weise bestimmt Doch ist dies kein Übelstand, denn, wie leiebt 
zu sehen, hat die getioffene Pestsetzung nui den Zwecli, aus dem Eoeffi- 
zienten lon ß und damit aus dem konstanten Glied der Ebenengleichung 
m der Hormalfoim die Unbestimmtheit des Vorzeichens zu entfeinen, wo- 
durch die Ansdrucks weise eileichteit nud die Ülieieinstimmung mit der 
herkömmlichen Daiatellung eibaltea wird — Wenn j)=x>, 8^0 wird, so 
daß piS^e endlich bleibt, bekommen wir eine singulare Ebenengiöße, die 
dadurch charakteiisiert ist, daß e, ij, J=0 sind Ist 6=1, so wird einfach 
n = ß iß repiäsentieit so die ,, unendlich feine Ebene", behaftet mit einer 
TCi schwindenden Zahlgiöße 
8.46, Zeile 23 Es mag noch hinzugefügt weiden, daß man zu Flachenvektoi 
und Ebenengroße als dritte vei wandte Girößenarten ein Paiallelogramm 
hinzufügen kann, von dem wie bei dem PlSjsbenvektoi der Inhalt, dei 
Umlaufsinn und die Stellung semei Ebene festgehalten wird, außeidem 
abei noch die Winkel nicht geSndeit werden sollen Em solches Paiallelo- 
gramm gibt eine einfache und anschauliche geometiische Deutung der 
Hamiltonschen Quaternionen 
S. 53, Zeile 27 Dei Fall, wo die Ebenen der beiden Ebnneagiößen zu'iammen 
fallen, bedaif kaum einei besonderen Eiwöhnuiig Dann werden m dem 
Ausdrucke für a alle Koeiflzienten Null nnd damit a selbst gleich Null 
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374 Zusätze und Efliiuteningen zu deu ersten fünf Kapiteln. 

'-- □ Zeile 6 D eoe Testlegung der oberen und tintPiPn Serte einer Ebene ist 
nur lei Be [uembchk t wegen ■; ziiigen prcv a tisch gewählt worden 
Wenn die Ebene luri,h den Paukt O li ndnrnligeht bleibt es wiUkrolrcli 
welche Seite al ihre obere und welche als ihre untere angesehen werden 
soll Man kana die'^en Auanihmefall &ac\i so beaeit gen daß man sii-h der. 
Paukt O mit einer uueadlich kleinen Kigel umgeben denkt in welche die 
Ebene nicht eindringen soll Wenn dann em Bbeneupaai mit Beibehalti ng 
le% von ihm gebildeten ^ mkpls um seine Schnittlmie gedreht wiid so 
muß man -nCa denken daß es an d ese nnendlioh kleine Engel wie an 
emen f aten Körper anstößt So wird vermieden daß beim Duicligange 
durch den Punkt die obere Seite e ner dei Ebenen in die unteie über 
geht and umgekehrt 

S 57 Zeile 30 Der vorgesetzte Stnch bedeutet nict Graßmanrs StbieibweiBe 
die Ergänzung der dahinteratehenden Große In. der Tat ist hiei im 
Ciaßmannsehen bmne eine translatonsclie die Eiginzung einei rntatotischen 
L niPngioBe 

S 60 Zeile 5 Man mjge entschuldigen laß au lie^ei Stelle di3 Woit Invaraion 
m einem anderen Sinne auftr tt ils ii dem ea =] Upi gebraucht wud Es 
seh en am einfachatea hier den Ausdruck beizubehalten den der Leser m 
den zitierten Schnften von F Klein wiederfindet 

S 61 Zeile 20 Der Plachenvektoi q bedeutet seinem inalytisohen Ausdrucke (24) 
nach eine (uneigentlit-he"* translatoriBche Lmiengroße i n I ist der rotatonaohen 
Lmiengiüße (33) zugeoidnet de sich aus zwei jaiallelen Ebenen eig bt 
Der PläcbenvektoE kann so gedeutet weiden ils eine unendlich fe -ne I inien 
grCße von verschwindendem Z ahlweit 

s S4 Zeile 10 Dieae Verifikation wii 1 zu einem Beweise YcrvoUstan ligt wenn 
noch nachgewiesen wird daß bei einer affinen Tran foimation der Pigur 
die Vorze ehenbestimmung nach der gegel enen Eegel aith nicht ändert 
Doch wäre es zu weitlai flg gewesen dies im Test auainfiihren Dei Beweis 
kann auch so erbra hi werlen daß man znerat duich Multiplikation aweier 
dei Ebenengiußen eine rotatoriache LmiengiSße ableitet diese rotatonaehe 
Liniengroße dann durch die zugeordnete translitoiische Liniengijße ersetzt 
und die letztere mit dei dritten EbenPugrCße durch Multiplikation veibmdet 

•^ 64 Zeile 1" ^ ird die Ebenengriße als laa pi mitne Eanmelement an 
gesehen unl die PunktgiöSe durch die Pormel (S«) auf S 62 dehniPrt so 
erkennt man aus dem gefundenen Resultat mw efein man berecht gt iBt 
den Vekti i ils eine une gentliche Punktgrdße aufzufaaaen 

S CT 7eile 10 Der Beweis iir die 1 orzeicheniegel kann auch d rekt so gefuhrt 
■weiden daß man zuerst lie eisten Ebenengr^ßen II n II^ duich Multi 
plikation Verl ludet und das Resultat mit II mult pliziert Der Figui ent 
sprechen I aind wPnn Ä B f die Ecken de« Tettiele n be7e huen als 
die Ebenengroßen die folgenden zu nehmen 

n, = [OBC] IIj = [OCA] II =[OAB] n =1(IJ4.J 
Nach der vorher gegebenen Regel wird dann 

wenn T wieder das Tetraedervolumen bedeutet, also |"OABC]=Te ist, und 
dann wird weiter: 

[ninj,n,nj=T'.[0CBA]e=-T=£e = -T')2. 

S. 68, Zeile 14. Es ist hier voran sgeaetzt, daß die Ebene der Ebenengröße IT 
nicht mit den Ebenen von dreien der Ebenengrößen n,,n5,II„,IIj einem 
Bündel' angehört. Denn dann würde aie sich schon durch diese drei Ebenen- 
größen linear auadriioken lasaen. 
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Durchgehende Bezeichnungen. 
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* Zeit, 
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W Arheit, 

T kinetische Energie, 
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Studyj Dr. E., Professor an der Universität Bonn, Gometrie der Dynamen. Die 
Znsammensetzung von Kräften, und verwandte Gegenstände der Geometrie. Mit 
46 Figuren im Test und 1 Tafel. [SIH u. 603 S.] gr. 8. 1903. geh. n. M 21.— 
in Halbfranz geb. n. J( 23.— 
Tolkmann, Dr. P., Professor an der Universität Königsberg i. Pr., Einführung in 
das Studium der theoretischen Physik, insbesondere in das der ana- 
lytischen Mechanik. Mit einer Einleitung in die Theorie der physikalischen 
Erkenntnis. [XVIu.370S.] gr.8. 1900. geh.n..*9.—, in Leinwand geb.n.JC 10.20. 
"Weber, Dr. H., und Dr. J. "Wellstein, Professoren an der Universität Straßbnrg i. E., 
Encyklopädie der Elementar-Mathematik. Ein Handbuch fQr Lehrer 
und Studierende. In 3 Bänden, gr. 8. In Leinwand geb. 

I. Bund. Elementare Algebra nnd Ana'l;sis. Bearbeitet von H. Weber. 2. Autlage 

Mit SS Teitfignren. txvni n. 539 ß.J 1B06. n. JC 9.60. 

IL Bana. Elementa der Geometrie. BaarSsitet von H. Weber, J. Wellatein und 

W. Jaeoliathal a. Anf läge. Mit BEI Testfiguren, [XII ii. 696 S.] 1Ö07. n.M.1.2.— 

III. BSQd, Angewandte Blemontac-Mathemalik. Beoibeitet vonH. Weber, LWellBteiD 

nnd H.H. Weber (Heidelberg). Mit 3B8 TeMflguran. [Xniu.6668.] iHBT. a.M.U.— 

Webster, Arthur Gordon, Ph. D., Professor of Physics, Clark University, Woroester, 
Mass., the Dynamics of Particies, and of rigid, elaatic, and fluid 
Bodies, being Lectures on mathematical Physics. [Sn u. 688 S.] gr. 8. 1904. 
In Leinwand geb. u. J/. 14.— 
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